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A propos de la couverture : 

Le groupe de Galois de l’equation x 4 — 2 = 0 est le groupe de Galois G = Gal(K/Q) du 
corps K = Q(i, \^2) engendre sur Q par les racines complexes ±v^2, ±*v^2 du polynome x 4 — 2. 

II existe un element a de G defini par er(i) = i et a(\/2) = i\l2 et un element r defini par 
r(i) = — i et t{\/ 2) = y/2. Ces deux elements engendrant G, on voit que le groupe de Galois est 
isomorphe au groupe diedral D 4 des isometries du carre. 

Les sous-corps de K correspondent aux sous-groupes de G par la correspondance de Galois : 
par exemple, a H = (a) correspond le sous-corps Q(i) des invariants de K sous Faction de H . On 
peut representer les inclusions entre les groupes et les extensions de corps par les diagrammes 
ci-dessous, ou chaque fleche represente une inclusion. 


K = Q (*, ^2) 



Q(*^2) Q(^2) Q(*,t/2) Q((l + i)^2) Q((l ~i)y/ 2 ) 



Q(v^) Q(*) Q(*V2) 



D 4 = {a, r ) 

(ff 2 ,crr) 



(° 2 ,t) 


(a) — 


Cette correspondance renverse le sens des inclusions, done celui des fleches. On peut se 
representer les deux diagrammes comme deux arbres qui seraient reflet Tun de l’autre, dans 
l’esprit de la gravure « les 3 mondes » d’Escher. L’equation x 4 — 2 = 0 est le trait d’union entre 
le monde des groupes et celui des corps. Peut-etre le troisieme monde est-il celui de l’esprit du 
mathematicien dont l’inspiration et la raison ont fait naitre les concepts, en se heurtant aux 
contingences de Tunivers mathematique ? 

Le groupe de Galois est le groupe des relations rationnelles entre les racines, par rapport 
au corps de base Q. II est trivial lorsque toutes les racines sont differenciees sur la base. Faire 
une extension, par exemple adjoindre le nombre imaginaire i, permet de regrouper les racines en 
categories, selon qu’elles sont invariantes sous a ou pas. C’est l’idee qui a guide Galois lors de 
l’elaboration de son traite sur la resolution des equations : briser progressivement les symetries 
entre les racines. Ces travaux ont permis de faire emerger les structures contemporaines de 
groupe et de corps. 
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En general, les formules donnant les racines ne sont pas connues. La connaissance du groupe 
de Galois nous renseigne sur leur expression. Lorsque le groupe est resoluble, c’est-a-dire lorsqu’il 
existe une suite G > Gi > . . . > G n = {e} formee de sous-groupes normaux emboites tels que 
les quotients successifs soient abeliens, alors les solutions sont exprimables par radicaux. C’est 
le cas sur notre exemple : D 4 > Z/4Z > {e}. 

Le dessin de la couverture a ete realise par Jos Leys , ingenieur passionne d’imagerie ma- 
thematique, reconnu internationalement dans le monde de l’edition scientifique pour la qualite de 
ses illustrations, en relation directe avec le « substrat » mathematique. Les auteurs le remercient 
chaleureusement . 
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AVANT-PROPOS 


La tres longue histoire de l’etude des nombres, puis des equations, a permis 
de remarquer des analogies entre certaines proprietes verifiees par des objets ma- 
thematiques de natures differentes, par exemple, les nombres et les polynomes. 
Cela a conduit les mathematiciens, en particulier au XIX e siecle, a tenter de de- 
gager vine axiomatique qui rende compte des raisons profondes de ces analogies. 
II est alors apparu que ces objets, de natures differentes, possedaient les memes 
« structures » algebriques, par exemple, groupe, espace vectoriel, anneau, etc. 

II devint alors evident qu’il etait plus efficace d’etudier ces structures pour 
elles-memes, independamment de leurs realisations concretes, puis d’appliquer les 
resultats obtenus dans les divers domaines que l’on considerait anterieurement. 

L’algebre « abstraite » etait nee. 

La notion de groupe (chapitres I a VII) est apparue dans l’etude des equa- 
tions. Elle a notamment permis d’apporter, via la theorie de Galois (cha- 
pitre XIV), une reponse definitive a la non resolubilite, par radicaux, des equations 
polynomiales de degre superieur ou egal a cinq (chapitre XVI). 

Ensuite, l’introduction des groupes en geometrie a ete a l’origine de develop- 
pements feconds, qui ont completement modifie l’essence meme de cette discipline 
ancestrale. Dans un premier temps, ils sont intervenus comme groupes de depla- 
cements dans l’espace euclidien pour affiner l’etude des figures classiques. Plus 
tard, d’outils dans l’etude de la geometrie, les groupes en sont devenus le cceur : 
une geometrie, euclidienne ou non, est l’etude des notions et proprietes qui res- 
tent invariantes par un groupe donne de transformations. La geometrie est done 
devenue une branche de la theorie des groupes. 

Enfin, l’existence de groupes a ete mise en evidence, non seulement dans la 
quasi-totalite des mathematiques, mais egalement en physique, oil cette structure 
algebrique joue un role tres important dans les developpements contemporains, 
en mecanique, en chimie, en biologie, en linguistique, en psychologie. 
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L’etude des nombres entiers remonte a la plus haute antiquite, mais c’est 
l’etude des nombres algebriques, au XIX e siecle, qui a conduit aux notions 

d anneau et de corps. 

L’etude de la divisibilite dans les nombres entiers est basee sur la propriete 
fondamentale suivante : tout nombre entier s’ecrit, de « maniere unique », comme 
produit de nombres premiers. Comme pour toutes les structures algebriques im- 
portantes, la structure d’anneau apparait dans de nombreuses situations dans 
lesquelles les elements ne sont plus des nombres entiers. C’est en particulier le cas 
des polynomes. II est done utile d’etudier le notion de divisibilite dans des an- 
neaux generaux et de voir si l’analogue de la decomposition en produit de nombres 
premiers existe : on l’appelle alors « decomposition en produit d’elements irreduc- 
tibles ». 

L’idee essentielle, pour cela, a ete l’introduction de la notion d’ideal : elle 
permet de formuler des enonces qui generalised ceux des proprietes usuelles de 
la divisibilite des nombres entiers. En particulier, la generalisation aux ideaux de 
la propriete de « decomposition en produit d’irreductibles », associee a la notion 
d’extension de corps, a permis de faire de tres grands progres en arithmetique. 

Comme dans le cas des groupes, la structure d’anneau a donne naissance a une 
approche algebrique de la geometrie, en particulier des courbes et des surfaces : la 
geometrie algebrique. Cette demarche « algebrique » a ete egalement appliquee, 
avec beaucoup d’efficacite, en analyse — groupes topologiques, espaces vectoriels 
normes, algebres de Banach. 


L’etude de la resolubilite et de la resolution des equations algebriques, e’est- 
a-dire des equations du type 

a n x n + a n - ia: n_1 H h a\x + a 0 = 0 

a ete une epopee, certainement la plus longue de l’histoire des mathematiques, 
qui s’est deroulee sur plus de 3500 ans. 

Les premieres traces ecrites de problemes se ramenant a la resolution d’une 
equation du second degre, ax 2 +bx + c = 0, apparaissent sur des tablettes babylo- 
niennes 1700 ans avant notre ere et ces documents montrent que les babyloniens 
savaient resoudre ces equations lorsque les racines sont positives (et les coefficients 
dans un certain sous-anneau de M). Ce furent ensuite les problemes geometriques 
de duplication du cube et de trisection de Tangle (c/. chapitre XI) qui conduisirent 
les mathematiciens grecs a s’interesser, des le IV e siecle avant J.-C., aux equations 
du troisieme degre, mais il fallut attendre l’ecole mathematique italienne de la re- 
naissance, au XVI e siecle, pour que des formules explicites donnent les solutions 
de ces equations et, dans la foulee, celles des equations du quatrieme degre. 
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Le fait, remarquable, que ces formules expriment les solutions de l’equation en 
fonction de ses coefficients aux moyens des quatre operations elementaires (addi- 
tion, soustraction, multiplication, division) et de l’extraction de racines (carrees, 
cubiques) incita les mathematiciens du XVII e et du XVIII 6 siecles a rechercher 
des formules analogues pour les equations de degre superieur ou egal a 5. Ce n’est 
qu’au XIX e siecle que le point final fut mis a cette etude, en montrant l’impos- 
sibilite de l’existence generale de telles formules et en caracterisant les equations 
pour lesquelles cela etait possible (c/. chapitre XVI). 

Cette oeuvre gigantesque mobilisa les mathematiciens parmi les plus grands 
de l’Histoire : Pythagore, Euclide, Diophante, Eratosthene, Al-Khowarizmi, Brah- 
magupta, Khayyam, Tartaglia, Cardan, Bombelli, Ferrari, Descartes, d’Alembert, 
Euler, Vandermonde, Lagrange, Gauss, pour s’achever par les travaux d’Abel et 
de Galois. 

C’est l’etude des equations algebriques qui est a l’origine de la creation et 
du developpement de l’algebre, dont le nom provient du titre d’un traite d’Al- 
Khowarizmi. D’abord exclusivement devolue au calcul, a l’introduction des outils 
(nombres negatifs, extraction de racines, nombres complexes) et a l’elaboration 
des regies d’utilisation de ces objets, l’algebre a evolue vers ce qu’elle est mainte- 
nant, l’etude des structures. Bien que non explicitement formulees, les structures 
de groupe et de corps sont presentes dans les travaux de Galois, dont l’apport le 
plus signihcatif a ete de montrer que l’etude de la resolubilite des equations alge- 
briques se ramenait a l’etude d’un groupe associe a chacune des equations. Comme 
c’est souvent le cas, l’apport d’idees nouvelles profondes pour etudier un probleme 
d’envergure irradie l’ensemble des mathematiques. C’est ainsi qu’on retrouve, en- 
core maintenant, cette idee feconde de Galois dans de nombreux domaines, en 
algebre evidemment, mais aussi, par exemple, en geometrie et topologie (theorie 
des revetements) et en analyse (theorie de Galois differentielle) . 

La notion de corps n’a ete formalisee qu’au debut du XX e siecle par Dedekind. 
Cette notion, dont l’interet depasse largement le cadre des equations algebriques, 
permet de donner une presentation conceptuelle et generale de l’etude de ces 
dernieres. De plus, la notion d’extension de corps et son degre (qui n’est rien 
d’autre que la dimension d’un espace vectoriel) a permis, par exemple, de donner, 
apres plus de vingt-trois siecles d’efforts, une reponse definitive aux problemes de 
la duplication du cube ou de la trisection de l’angle (chapitre XI). 

Ceci est l’un des nombreux exemples de la puissance des idees et des methodes 
algebriques et illustre la necessite de degager les concepts fondamentaux qui per- 
mettent de formaliser, a un niveau convenable de generalite, des problemes dont 
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la resolution resiste a toutes les investigations qui restent internes a u cadre dans 
lequel ces problemes sont poses. 

Comme il a ete rappele ci-dessus, l’idee fondamentale de la theorie de Galois 
est d’associer a vine equation (ou vine extension de corps), un groupe dont les 
proprietes rendent compte de celles de l’equation (ou de l’extension). II faut done, 
pour decrire et utiliser la theorie de Galois, avoir une bonne maitrise de la theorie 
elementaire des groupes. C’est pour cette raison que nous avons voulu presenter 
en un seul livre la theorie des groupes et la theorie de Galois. Dans une premiere 
partie nous traitons de la theorie des groupes, dans une deuxieme partie de la 
theorie des corps et dans une troisieme de la theorie de Galois. L’objet d’etude 
principal de la theorie de Galois etant les polynomes, nous avons insere au debut 
de la deuxieme partie un chapitre sur les anneaux de polynomes (chapitre VIII). 

Le tome 2 de ce traite sera consacre aux anneaux, dont l’importance capitale, 
entre autres en arithmetique ou en theorie des nombres, a ete soulignee plus haut, 
ainsi qu’aux modules et a l’algebre multilineaire. 

Par ce programme, ces deux ouvrages s’adressent aux etudiants de L3 et mas- 
ter, leur contenu faisant partie de la culture normale d’un candidat a l’agregation 
de mathematiques. 
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AVERTISSEMENT 


Depuis plusieurs annees, l’enseignement de l’algebre en L1-L2 se limite genera- 
lement a l’algebre lineaire. Cet ouvrage, en deux volumes, donne une presentation 
des themes d’un enseignement d’algebre generate — groupes, anneaux, corps — 
et donne une introduction a l’algebre multilineaire, sans connaissance prealable 
necessaire de ces domaines. On s’est volontairement limite a un expose simple 
des concepts fondamentaux qui trouvent leurs places dans un enseignement de 
L3-M1. 


Chaque chapitre comporte, dans le cours du texte, des exemples et des exer- 
cices qui illustrent les notions developpees, au fur et a mesure qu’elles apparaissent. 
Les exercices signales par le symbole (^f) sont plus difhciles que les autres. 

A la fin de chacun des chapitres, on trouvera des themes de reflexion (TR) et 
des travaux pratiques (TP). 

Les TR se presentent sous forme de questions, dont l’enonce contient la re- 
ponse, qui guident le lecteur dans 1 ’etude d’un objet ou d’une notion particuliere, 
illustration, complement ou approfondissement du cours. fls sont de trois types : 

• Ceux qui sont signales par le symbole O doivent etre consideres comme du 
cours et doivent etre etudies comme tels. 11s sont utilises sans rappel dans les 
chapitres suivants. 

• Ceux qui sont signales par le symbole Jfi sont des problemes d’application 
qui utilisent des notions developpees dans le chapitre concerne ou dans ceux qui 
precedent. 

• Ceux qui sont signales par le symbole 4k sont des approfondissements plutot 
destines aux etudiants preparant l’agregation. 

Certains de ces TR sont repris dans plusieurs chapitres : on peut ainsi constater 
comment l’enrichissement de la theorie permet d’etudier, de faqon de plus en plus 
fine, un meme objet. 
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Les travaux pratiques ne sont pas des TP d’informatique, ni d’algorithmique, 
mais plutot de « mathematiques assistees par ordinateur », bien que l’on soit 
naturellement amene a detailler des algorithmes et a discuter de leur pertinence. 
L ’etude formelle de la « complexite » a ete volontairement eludee. An besoin, 
le lecteur pourra consulter les ouvrages de calcul formel cites en bibliographie 
([28] par exemple). Les prerequis en programmation sont minimaux (procedures, 
boucles et branchements). 

Le logiciel de calcul formel retenu est MAPLE ' , conformement aux positions 
institutionnelles actuelles qui se refletent au niveau des concours. Cependant, 
d’autres logiciels sont beaucoup mieux adaptes a certaines questions, en fonction 
du domaine concerne : GAP pour les groupes et PARl/GP pour la theorie 
des nombres, par exemple. Mentionnons egalement MAXIMA l *, XCAS/GIAC et 
SAGE qui partagent la rnerne vocation generaliste que MAPLE. Le lecteur notera 
que tous les logiciels cites sont libres sous licence GNU-GPL ... a l’exception de 
Maple. 

Le sujet de chaque TP est en relation directe avec le cours du chapitre cou- 
rant, dont il permet d’aborder les notions par la pratique avec un point de vue 
effectif. En ce sens, certains TP constituent de veritables complements de cours, 
l’experimentation par le biais du systeme de calcul formel (SCF) etant le contexte 
naturel d’elaboration et d’apprentissage de ces methodes. Signalons que c’est la 
manipulation des formules qui est a l’origine du calcul formel ou « computer 
algebra » en anglais, terminologie qui indique clairement une nature algebrique 
sous-jacente et designe une branche disciplinaire des mathematiques qui a pris 
son essor avec l’avenement des ordinateurs. 

Si l’on obtient rapidement des resultats inaccessibles a la main, apres re- 
formulation des nombreux problemes qui s’y pretent dans un langage symbo- 
lique (tres proche de la formulation mathematique) comprehensible par le SCF, 

Pour «erable» ou MAthematical PLEasure, cf. http://www.maplesoft.com/products/maple 
http : //www. gap-system. org 
http : //pari .math.u-bordeaux.fr 

http://maxima.sourceforge.net ou http://michel.gosse.free.fr 
http : //www-f ourier .ujf -grenoble . f r/~parisse/gia_fr .html 
http : // www . sagemath . org 

General Public Licence, cf. http://www.april.org/gnu/gpl_french.html 
Le calcul formel, ou calcul symbolique, est l’art de realiser des calculs algebriques {i.e. des 
manipulations d’expressions) sur des objets generaux representes en machine et soumis a des 
regies de transformation bien definies (qui peuvent etre predefinies dans le logiciel ou bien definies 
par l’utilisateur). Les algorithmes pour ce type de transformations sont en general bases sur des 
methodes exactes, c’est-a-dire qu’il n’y a pas d’erreur due a la methode, par opposition au calcul 
numerique qui est l’art de realiser des calculs approches ou se combinent erreurs de methode et 
erreurs d’arrondi (limitation due a la representation des nombres en machine). 
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Avertissement 


il est important de mettre en garde l’utilisateur contre une tendance a faire une 
confiance aveugle au SCF et a perdre son esprit critique. Outre une reflexion sur 
la relation « homme-machine » , il est instructif de regarder dans la « boite noire » 
afin de prendre conscience qu’il s’agit d’algorithmes implementes en machine, qui 
ne donneront une reponse exacte que dans leur contexte strict de validite (voire 
d’heuristiques, comme pour le calcul des limites, ou encore davantage de vigilance 
est souhaitable de la part de l’utilisateur). Le propos de ces TP ne sera done pas 
de faire etalage des possibilites offertes par MAPLE pour resoudre des problemes 
algebriques, mais bien de discuter des notions mathematiques en jeu et, parallele- 
ment, des algorithmes qui se cachent derriere les commandes employees, les deux 
etant evidemment lies. 

Ce faisant, le SCF devient un « assistant de calcul » et un extraordinaire outil 
d’experimentation, la « responsabilite scientifique » demeurant entre les mains 
de l’experimentateur. Certains auteurs parlent d’« instrumentation raisonnee ». 
L’experimentateur est amene a « decouvrir » experiment alement des conjectures- 
theoremes, les tester avant de tenter d’en faire la demonstration au papier-crayon. 
Tout en consolidant bien sur les connaissances acquises qui sont mobilisees dans 
1’ action... 

Certains algorithmes seront etudies en detail, comme l’algorithme de Todd- 
Coxeter (calcul de representants des classes modulo un sous-groupe) , de Gauss, 
Hermite et Smith (algorithmes tres importants en algebre lineaire et dans la theo- 
rie des groupes abeliens, e’est-a-dire des Z-modules) ; algorithme de Berlekamp 
(factorisation des polynomes sur un corps fini) ; algorithmes de recherche des sous- 
corps d’un corps de nombre, de calcul du groupes de Galois, etc. Si certains sont 
classiques, d’autres ont ete decouverts recemment, bien que les notions utilisees 
soient a la portee d’un etudiant de L3-M1. Figurent egalement parmi les themes 
traites, les courbes elliptiques (ingredients essentiels de la preuve du celebre theo- 
reme de Fermat, ces objets fascinants trop souvent reserves a un public averti 
de Master Recherche deviennent accessibles, par le biais experimental, grace aux 
possibilites de calcul offertes par le SCF) et les codes correcteurs d’erreur, qui 
font leur apparition dans les manuels contemporains d’algebre en tant qu’appli- 
cation pertinente (dans le monde de l’industrie) de l’algebre sur les corps finis. 
Sans oublier les quaternions de Hamilton, les enumerations de Polya, etc. 

Ces TP ont ete pour beaucoup inspires du livre de B. Perrin-Riou [22], Un 
des auteurs a egalement tire parti de sa participation au sein du groupe IREM 
FODESIT-ACCESSIT de Montpellier qui a mene une refexion sur le « bon usage » 
du calcul formel dans les cursus d’enseignement. Que tous ceux qui ont contribue 
a cette reflexion pedagogique en soient remercies. La plupart de ces TP ont ete 
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Algebre T1 


experimentes dans le cadre des enseignements de Mathematiques de l’Universite 
Montpellier 2. 

Enfin, des (elements de) corriges pour l’ensemble des TP sont disponibles en 
ligne a l’adresse : 

http: //www.math. univ-montp2 . fr/~hausberg/ens/livre- algebre- tl . html 
On y trouvera des documents destines a faciliter la prise en main de Maple (notes 
de cours, feuilles de prise en main) et surtout des solutions aux questions posees, 
sous forme de feuilles de calcul MAPLE. La version utilisee est la 9.0. C’est a cette 
version que font reference les commandes mentionnees dans les enonces de TP, la 
compatibilite ascendante avec des versions plus recedes etant en principe assuree. 
Toute contribution dans un autre logiciel de calcul formel (mentionne plus haut), 
sous forme d’une ressource correctement documentee et correspondant a un TP 
completement resolu, est la bienvenue. Elle pourra etre mise en ligne en faisant 
dument reference an contributeur. 

Les exercices, les TR et les TP de ce tome 1 represented pres de 600 questions, 
dont la resolution permettra au lecteur d’acquerir une bonne maitrise des concepts 
de base concernant les groupes, les corps et la theorie de Galois. 

Les demonstrations integrent de frequentes references a des resultats conte- 
nus dans ce livre. Celles qui commenced par un chiffre romain renvoient a un 
resultat contenu dans le chapitre correspondant a ce chiffre. Les autres renvoient 
a un resultat contenu dans le chapitre en cours. Le symbole □ indique la fin, ou 
l’absence, d’une demonstration. 
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Premiere partie 


GROUPES 



I 


\ 


GENERALITIES SUR LES GROUPES 


I.l. Definitions 


Definition 1.1. . Un groupe est la donnee d’un ensemble non vide G et 
d’une loi de composition interne 


G x G — >G 



verihant les proprietes suivantes : 

(i) V x,y, z £ G, (x * y) * z = x * (y * z) 

(ii) 3 e G G, tel que \/x€G,x*e = e*x = x 

(iii) V x G G,3 x G G tel que x*x = x*x = e. 


La propriete (i) est l’associativite de la loi ; l’element e, dont l’existence est 
assuree par la propriete (ii), est l’element neutre pour la loi; l’element x est 


appele element symetrique de x. 

Renmques 1.1.1. 

a) Cet ensemble de proprietes est redondant. Les proprietes (i), (ii), (iii) son 
impliquees par les proprietes (i), (ii)’, (iii)’ avec : 

(ii) ’ 3 e G G tel que Vx G G, e * x = x (element neutre a gauche) 

(iii) ’ V x E G, 3 x £ G tel que x * x = e (element symetrique a gauche). 


Chapitre I. Generalites sur les groupes 


En effet, en appliquant deux fois la propriety (iii) ’ , on a 

Vx, 3 x E G tel que x *x = e 

d’ou 

x *x = e* (x *x) = (x *x) * (x *x) = x*(x*x)*x = x*e*x = x*x = e. 
De meme, 

x = e*x=(x*x)*x = x*(x*x) = x*e. 

b) L’element neutre est unique. Pour tout element x de G, l’element symetrique 
x est unique. 

En effet, soient e! un autre element neutre et x' un autre element symetrique 
de x. On a 

e' = e * e 1 = e 
et 

x = x * e = x * (x *x') = (x * x) *x' = e *x' = x' . 

c) Pour tout x,y,z E G, de l’unicite de l’element symetrique on deduit que 

x * y = y*x 

(on notera le changement de l’ordre dans l’ecriture des elements) et, en multipliant 
a gauche (suivant la loi *) par l’element x les deux termes de la premiere egalite 
ci-dessous, on a 

(x * y = x * z) <G> (y = z) (simplification) . 

d) On remarquera qu’un groupe est la donnee d’un ensemble et d’une loi de 
composition interne definie sur cet ensemble, verifiant les axiomes (i), (ii), (iii). 
On verra en effet (TR.I.B remarque VI. 2. 3) que sur tout ensemble on peut definir 
une loi de composition interne qui le munisse d’une structure de groupe ; il y en 
a en general plusieurs, voire une infinite si l’ensemble est infini. Par consequent, 
une expression du type « un groupe est un ensemble sur lequel il existe une loi 
de composition interne verifiant les axiomes (i), (ii), (iii) » est synonyme de « un 
groupe est un ensemble », ce qui rendrait absurde ^introduction de la structure 
de groupe. Voir aussi la remarque (I.1.2.b) ci-dessous. 

Exemples 1.1.1. 

a) L’ensemble des nombres entiers relatifs muni de l’addition est un groupe, 
note (Z,+). L’ensemble des nombres rationnels non nuls, muni de la multipli- 
cation, est un groupe, note (Q*, x). Il est evident qu’un ensemble reduit a un 
element est muni d’une unique structure de groupe. 
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1.1. Definitions exemples 


b) (M n ( C),+), ou M n (C) designe l’ensemble des matrices (n, n) a coeffi- 
cients dans C; (GL n ( C),x), oil GL n (C) designe l’ensemble des matrices (n, n) 
inversibles a coefficients dans C. Ce dernier groupe est appele groupe general 
lineaire. 

Table d’un groupe. Si le groupe G muni de la loi * a un cardinal assez petit, 
il peut etre commode de decrire explicitement la structure de groupe a l’aide d’un 
tableau. Plus precisement, si G = {xo = e,xi, . . . , x n }, ou e est l’element neutre, 
on decrit la loi de composition interne * par un tableau carre dans lequel le terme 
situe a l’intersection de la i eme ligne et de la j eme colonne est le terme Xi * Xj. Par 
exemple, sur l’ensemble {0, 1,2,3} on definit les lois de composition interne • et 
* par les tables suivantes : 


• 

0 

1 

2 

3 

* 

0 

1 

2 

3 

0 

0 

1 

2 

3 

0 

0 

1 

2 

3 

1 

1 

2 

3 

0 

1 

1 

0 

3 

2 

2 

2 

3 

0 

1 

2 

2 

3 

0 

1 

3 

3 

0 

1 

2 

3 

3 

2 

1 

0 


Pour montrer que ces lois munissent l’ensemble {0, 1,2,3} de deux structures de 
groupe, il suffit de verifier qu’elles satisfont aux axiomes de la definition (1.1.1). 

On remarquera que chaque element du groupe apparait une fois et une fois 
seulement sur chaque ligne et chaque colonne. Ceci est du au fait que, dans un 
groupe G, on a 

\/u £ G, Vx £ G, 3!x, 3\y tels que u*x = vety*u = v-, 

ces elements sont donnes par x = u * v e t y = v *u. 

On prendra garde au fait que la condition « chaque element de l’ensemble G 
apparait une fois et une fois seulement dans chaque ligne et chaque colonne » 
dans un tableau comme ci-dessus est necessaire mais pas suffisante pour que la 
loi interne definie par ce tableau munisse G d’une structure de groupe. En effet, 
considerons le tableau suivant : 


* 

0 

1 

2 

3 

4 

0 

0 

1 

2 

3 

4 

1 

1 

0 

4 

2 

3 

2 

2 

3 

0 

4 

1 

3 

3 

4 

1 

0 

2 

4 

4 

2 

3 

1 

0 
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Chaque element de l’ensemble {0, 1,2,3, 4} apparait une fois et vine fois seulement 
sur chaque ligne et chaque colonne, mais la loi *, ainsi definie, ne munit pas 
cet ensemble d’une structure de groupe, car elle n’est pas associative puisque 
(l*2)*3 = 4*3 = letl*(2*3) = l*4 = 3. 


Remarques 1.1.2. 

a) On remarquera que sur une table comme ci-dessus, on determine facilement 
l’existence d’un element neutre ou d’un element symetrique, mais que l’associati- 
vite de la loi n’apparait pas de fagon evidente. 

b) L’exemple ci-dessus des lois • et * definies sur l’ensemble {0, 1,2, 3} montre 
qu’un ensemble peut etre muni de plusieurs lois de composition interne qui de- 
finissent des structures de groupes differentes. D’ou la necessity, pour definir un 
groupe, de donner l’ensemble et sa loi de composition interne. Par consequent, 
lorsqu’on voudra preciser que la structure de groupe consideree sur un ensemble G 
est donnee par une loi particuliere, par exemple notee *, on notera le groupe (G, *). 


Exemples 1.1.2. 

a) Soit E un ensemble. On note Se le groupe des applications bijectives de E 
dans E (ou permutations de E) pour la loi de composition interne definie par la 
composition des applications. Si E = {1,2,3} les elements de Se sont 


e = 


n = 


1 2 3 
1 2 3 

1 2 3 
1 3 2 


O' 1 = 


T2 = 


1 2 3 

2 3 1 

1 2 3 

3 2 1 


02 = 


T~3 = 


1 2 3 
3 1 2 

1 2 3 

2 1 3 


On notera ce groupe S 3 (ecrire sa table), et de fagon generale on notera S n le 
groupe Se pour E = {1, Le groupe Se est appele groupe des permuta- 

tions de l’ensemble E, ou groupe symetrique. Une etude detaillee de ce groupe 
est proposee dans le TR.I.A en fin de ce chapitre. 

b) On note Z/nZ l’ensemble des classes de congruences des entiers relatifs 
modulo n. Rappelons que si n est un entier positif, deux entiers relatifs p et q sont 
congrus modulo n si p—q = kn, k £ Z. Ceci definit sur Z une relation d’equivalence 
dont Z/nZ est l’ensemble des classes. En notant cl(k) la classe de k, on verifie 
aisement que l’addition definie par cl(p) + cl(q) = cl(p + q ) est independante du 
choix des representants p et q et qu’elle munit Z/nZ d’une structure de groupe, 
dont cZ(0) est l’element neutre et cl(—x ) est le symetrique de cl{x). 
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1.1. Definitions exemples 


c) On note D 4 le groupe des isometries du carre pour la composition des 
applications. Les elements de D 4 sont 

I = identite 

R\ = la rotation de centre 0 (le centre du carre) et d’angle n /2 
R2 = la rotation de centre 0 (le centre du carre) et d’angle n 
= la rotation de centre 0 (le centre du carre) et d’angle 37 t/2 
H = la symetrie par rapport a l’axe de symetrie horizontal 
V = la symetrie par rapport a l’axe de symetrie vertical 
Ai = la symetrie par rapport a la premiere diagonale 
A2 = symetrie par rapport a la deuxieme diagonale 

qui se composent suivant la table 



I 

R\ 

R2 

r 3 

H 

V 

Ai 

A2 

I 

I 

R\ 

R2 

r 3 

H 

V 

Ai 

A2 

R\ 

Ri 

R -2 

Rs 

I 

Ai 

A2 

V 

H 

R2 

R2 

Rs 

I 

Ri 

V 

H 

A2 

Ai 

Rs 

r 3 

I 

R\ 

r 2 

A2 

Ai 

H 

V 

H 

H 

A2 

V 

Ai 

I 

R2 

r 3 

Ri 

V 

V 

Ai 

H 

A2 

R2 

I 

R\ 

r 3 

Ai 

Ai 

H 

A2 

V 

Ri 

r 3 

I 

r 2 

A2 

A2 

V 

Ai 

H 

r 3 

Ri 

R2 

I 


ou les termes de cette table sont x o y pour x dans la premiere colonne et y dans 
la premiere ligne. 

Ce groupe fait partie d’une suite de groupes D n , n ^ 3 , appeles groupes 
diedraux ( cf . TR.IV.A). 

Definition 1 . 1 . 2 . Si (G . *) est un groupe tel que la loi * satisfasse a la propriete 

(iv) \/x,y^G,x*y = y*x, 

le groupe (G . *) est dit commutatif ou encore abelien. 


Exemples 1 . 1 . 3 . 

a) Les groupes (Z,+),(Q*, x),(M n (C),+) sont abeliens. 

b) Le groupe (GL n (C), x) ne l’est pas. On constate sur la table ci-dessus que 
le groupe n’est pas abelien. 

Proposition 1 . 1 . 1 . Si card E ^ 3 , le groupe Se n’est pas abelien. 
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Chapitre I. Generalites sur les groupes 


Demonstration. Soient x, y , 2 trois elements distincts deux a deux dans E. On 
considere les deux transpositions r xy et T yz (on note Tij la permutation qui echange 
i et j), alors r xy o r yz / T yz o r xy . □ 

Attention. En general, dans un goupe non abelien, ( xy) n 7^ x n y n , n E N. Mats 
si xy = yx, alors ( xy) n = x n y n , n E N. 

Remarques 1 . 1 . . Dans la suite, sauf mention contraire, on notera les lois de 
groupes multiplicativement (x,y) 1— » xy, on les appellera produits, on notera x~ l 
l’element symetrique de x qu’on appellera inverse de x, et on notera 1 l’element 
neutre. Toutefois, si le groupe considere est abelien, on notera sa loi additivement 
{x, y) 1— > x + y, on l’appellera somme, on notera —x l’element symetrique de x 
qu’on appellera oppose de x, et on notera 0 l’element neutre. 

1.2. Sous-groupes morphismes 

A - Sous-groupes 

Supposons qu’on connaisse le groupe (Q,+), mais qu’on n’ait pas defini d’ad- 
dition sur Z. Puisque Z est un sous-ensemble de Q, on peut considerer l’addition 
de deux entiers dans Q. II est facile de verifier que l’addition, dans Q, de deux 
entiers est encore un entier. On definit ainsi une addition sur Z, qui est une loi de 
composition interne. 

De plus, quels que soient x, y, z des elements de Z, les elements (x + y) + z et 
x + (y + z) sont egaux dans (Q) et appartiennent a Z, ils sont done egaux dans Z. 
Autrement dit, l’associativite de la loi definie sur Z a partir de celle definie sur Q 
decoule de l’associativite de la loi de Q. 

On verifie de la meme maniere que 0, qui est l’element neutre de Q pour 
l’addition, est aussi element neutre pour l’addition dans Z et que, pour tout 
x 6 Z, —x, qui est le symetrique de x dans Q, est aussi le symetrique de x dans Z. 

Autrement dit, ceci montre que la structure de groupe de (Z, +) est deduite 
de celle de (Q,+). On dit que (Z,+) est un sous-groupe de (Q,+). 

Le lecteur pourra faire la meme analyse en considerant l’ensemble 
Z [z] = {a + ib\(a, b ) E Z 2 }, avec i 2 = —1, vu comme sous-ensemble de (C, +). 

On cherche a formaliser cette situation au cas general d’un groupe (G, *) et 
d’un sous-ensemble H de G. La loi de composition interne de G permet de definir 
une loi de composition sur H, 

V{x,y) E H x H, (x,y)e^ x *y. 

C’est la loi induite sur H par celle de G. 
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1 . 2 . SOUS-GROUPES MORPHISMES 


Mais, par rapport a la situation de Z et (Q, +) decrite ci-dessus, un premier 
ecueil peut se presenter : l’element x*y appartient a G, mais peut ne pas appartenir 
a H . i.e. la loi n’est pas une loi de composition interne pour H. Par exemple, 
pour G = (Af 2 (C),+) et H = G-Z^C), les elements 



appartiennent a H, (x + y) appartient a G mais pas a H. 

Meme quand ce premier ecueil est evite, il peut s’en presenter un second : pour 
un element x de H, le symetrique x, qui appartient a G, peut ne pas appartenir 
a H. Par exemple, pour G = (Q*, x) et H = Z*, la multiplication induite sur H 
par celle de G est une loi de composition interne pour H, mais l’inverse de 2 dans 
G n’appartient pas a H. 

Pour pouvoir etendre la situation decrite pour (<Q>, +) et Z a un groupe quel- 
conque G et un sous-ensemble H, il faut done que la loi induite sur H soit une 
loi de composition interne pour H, on dit que H est stable pour la loi de G , et 
que le symetrique, dans G, de tout element de H appartienne a H, on dit que H 
est stable par symetrique. La proposition (1.2.1) ci-dessous montrera que ces 
conditions sont suffisantes. 

Definition 1.2. . Un sous-ensemble non vide H d’un groupe G est un sous- 
groupe de G si, muni de la loi induite par celle de G, e’est un groupe. 


Proposition 12.1. Un sous-ensemble non vide H d’un groupe G est un sous-groupe 
de G si et seulement si 


(i) V (x, y) G H x H, xy G H. 

(ii) V x E H, x~ l G H. 


Demonstration. Si H est un sous-groupe de G, les assertions (i) et (ii) sont claire- 
ment verifiees. Reciproquement, d’apres l’assertion (i), la loi de G induit sur H 
une loi interne, et cette loi est associative pour la meme raison que celle indiquee 
ci-dessus pour (Q, +) et Z. D’apres (ii), pour tout element x de H . on a x -1 G H, 
d’ou, d’apres (i), xx^ 1 G H. Mais xx -1 est l’element neutre de G. On en deduit 
que l’element neutre de G est aussi element neutre de H. Par consequent, H muni 
de la loi induite par celle de G est un groupe. □ 
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Chapitre I. Generalites sur les groupes 


Remarques 1.2.1. 

a) Le lecteur verifier a que les deux assertions (i) et (ii) de la proposition (1.2.1) 
sont equivalentes a : V(x,y) G H x H, xy -1 G H et ec G H. 

b) Un groupe G ayant au moins deux elements admet au moins deux sous- 
groupes : G et le sous-groupe reduit a l’element neutre. 

c) II est clair que si H est un sous-groupe d’un groupe G et si K est un 
sous-groupe de H , alors K est un sous-groupe de G. 

Definition 1.2.2. On appelle sous-groupe propre d’un groupe G tout sous- 
groupe distinct de G et de l’element neutre. 


Notation . Si H est un sous-groupe de G, on notera H < G. 

Exemples 1.2.1. 

a) (Z,+) < (Q,+) < (K,+) < (C, +). 

b) (Q*, x) < (R*, x) < (C\ x). 

c) Le groupe multiplicatif HJ des nombres complexes de module 1 est un sous- 
groupe de (C* , x ) . 

d) Le groupe multiplicatif HJ n des nombres complexes z tels que z 11 — 1 est un 
sous-groupe de HJ. 

e) Le groupe GL(E ) des automorphismes d’un k-e space vectoriel E est un 
sous-groupe de Se- 

f) Pour tout groupe G, on considere 

Z{G) = {(/GG,ViG G,gx = xg}. 

C’est un sous-groupe de G, appele le centre de G. 

Exenice LI. 

1. Montrer que pour tout n ^ 3, on a Z(S n ) = {1}, ou 1 est la permutation 
identite. 

2. Montrer que les matrices 
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ou i est un nombre complexe tel que i 2 = —1, forment un groupe pour la multipli- 
cation des matrices. (On montrera que c’est un sous-groupe du groupe G'L 2 (C). 


1 . 2 . SOUS-GROUPES MORPHISMES 


On remarquera que demontrer directement que cet ensemble de matrices est nn 
groupe impose des calculs longs et fastidieux, en particulier pour verifier 1’ asso- 
ciativity, d’ou l’interet de la methode proposee, qui est frequemment utilisee.) 

On note ce groupe 7i et on l’appelle groupe quaternionique. 

Proposition 1.2.2. Les sous-groupes de (21,+) sont les nL = {nx, x G Z}, pour n 
parcourant N. 

Demonstration. II est clair que les nZ = {nx,x G Z}, pour n parcourant N, sont 
des sous-groupes de Z. Reciproquement, soit H un sous-groupe de Z. Si H = 0, 
alors H = nZ avec n = 0. Si H est non nul, son intersection avec N* est un 
ensemble non vide d’entiers positifs et possede done un plus petit element n. 
Soit x un element quelconque de H ; la division euclidienne de x par n donne 
x = ny + k, avec 0 ^ k < n. Comme k = x — ny appartient a H, k est nul par 
definition de l’entier n. On en deduit que H = nL. □ 

Proposition 1.2.3. Soient G un groupe, I un ensemble non vide et une 

famille de sous-groupes de G. Alors Hie/ H{ est un sous-groupe de G. 

Demonstration. Laissee au lecteur a titre d’exercice. □ 

Attention. Une reunion de sous-groupes d’un groupe G n’est, en general, pas 
un sous-groupe de G. Par exemple, on verifiera que 3Z et 5Z sont des sous-groupes 
de Z, mais que 3 + 5 = 8 n’appartient pas a 3Z U 5Z. 

Exercice L2. Montrer que si d et B sont des sous-groupes d’un groupe G, A U B 
est un sous-groupe de G si et seulement si A est contenu dans B on B est contenu 
dans A. 


Sous-groupes engendres 

II est facile de voir que dans le groupe Z/nZ (exemple 1.1. 2. b), tout element 
cl(k) est la somme cl( 1) + • • • + cl( 1), k- fois. Autrement dit, l’element cl(l) en- 
gendre le groupe Z/nZ. 


Definition 1.2.3. Soient G un groupe et S une partie de G. On appelle sous- 
groupe engendre par S, et on note (S'), le plus petit (pour la relation d’in- 
clusion) sous-groupe de G nontenant S. 
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Proposition 1.2.4. C’est I’intersection de tons les sous- groupes de G qui 
contiennent S. □ 

Proposition 1.2. . Soient G un groupe et S une partie non vide de G. On a 

(S) = {x\ ■ ■ ■ x n , n G N *, Xi G S oil x” 1 G S, Vi, 1 ^ i ^ n}. 

Demonstration. Notons H = {n:u Xj, n G N*, Xj G S ou x i 1 G S, Vi, 1 ^ i ^ n}. 
On remarque que S est contenu dans H. Soient x = x\ ... x n et y = y\ ... y p des 
elements de H , alors xy~ l = x\ . . . x n y ^ 1 . . . yj -1 appartient a i/, ce qui prouve 
que H est un sous-groupe de G. D’ou (S) est contenu dans H. II est clair que tout 
sous-groupe de G contenant S contient H, d’ou ( S ) = H . □ 

Cas particulier important. Si S = {x} pour x G G, on note alors (x) le 
sous-groupe engendre par x et il est clair que (x) = {x n ,n G Z}. 

Remarque 1.2.2. Si la loi de G est notee additivement, on a 

( S ) = {xi + • • • + x n , n G N* , ±Xj G S, Vi, 1 ^ i ^ n} 

d’ou (x) = {nx,n G Z}. 

Definition 1.2. . Si S est une partie non vide d’un groupe G, telle que (S) = G. 
on dit que S est une partie generatrice de G. ou que S est un ensemble de 
generateurs de G , ou que S engendre G. 

Exemple 1.2.2. Dans le groupe S 3 , on a 

01 = 02 , 0 ? = e, (Ti o T 3 = r 2 , T 30 a l = n 


d’ou (<Ji, r 3 ) = S 3 . 

Exercice L3. 

1. En examinant la table de l’exemple (I.1.2.c), montrer que D 4 = (R\, H ) ou 
D 4 = (Ri,V) ou £>4 = (Ri,Ai) ou Z ?4 = (Ri, A 2 ). 

2. Montrer qu’un sous-groupe de (M, +) est, ou bien dense dans M, ou bien 
engendre par un element a de M. 

Remarque 1.2.3. L’exemple ci-dessus montre qu’une partie generatrice d’un groupe 
n’est, en general, pas unique. En particulier G = (G). 
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Ordre d’un groupe, d’un element 

Definition 1.2. . Un groupe G est dit fini s’il n’a qu’un nombre fini d’elements. 

Dans ce cas, le cardinal de G s’appelle l’ordre du groupe G et est note |G|. 

Soient G un groupe et x un element de G. On appelle ordre de x. qu’on 
note o(x), le cardinal de ( x ). Si ce cardinal est infini, on dit que x est d’ordre 
infini. 

Renmques 1.2.4. 

a) Soient G un groupe fini et x un element de G, alors o(x) ^ |G|. 

b) Dans tout groupe G, 1 ’ element neutre est le seul element d’ordre 1 . 

c) Dans (Z,+), tous les elements non nuls sont d’ordre infini. 

Exemples 1.2.3. 

a) Les groupes D4 et Tt sont d’ordre 8. 

b) Dans le groupe S3, les elements iq, 72,13 sont d’ordre 2 , les elements a 1 et 
<72 d’ordre 3 . Le groupe S3 est d’ordre 6. 

Plus generalement, pour tout n ^ 2 , le groupe S n est d’ordre n\. 

c) Dans le groupe D4, les elements R\ et R3 sont d’ordre 4 , les elements H , 

V, Ai, A2 sont d’ordre 2 . 

Proposition 1.2.6. Soient G un groupe et x un element d’ordre fini de G. Alors o(x) 
est le plus petit entier positif s tel que x s = 1 q. 

Demonstration. Si pour tout i et j dans Z , i j, on ax* x J , alors l’ordre 
de (x) est infini, ce qui est contraire a l’hypothese. Done il existe p > q tel que 
x p = x q , i.e. x p ~ q = 1 g, avec p — q > 0 . L’ensemble {s G N*,x s = 1 g} est un 
ensemble non vide d’entiers positifs, il admet done un plus petit element n. Alors 
(x) = {1 g, x, . . . , x n-1 }, et o(x) = n. □ 

Morphismes 

Etudier un groupe, e’est determiner les proprietes algebriques qui sont atta- 
chees a la loi definissant la structure de groupe. L’un des moyens les plus efficaces 
pour ce faire est de comparer le groupe donne a un autre groupe dont on connait 
deja les proprietes. Si H est un sous-groupe d’un groupe G, le produit des ele- 
ments de H est le meme, que ces elements soient consideres dans H 011 dans G. 
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II est done simple de comparer les structures des groupes G et H. Par contre, 
si deux groupes G et G' ne sont pas contenus l’un dans l’autre, ou ne sont pas 
sous-groupes d’un meme groupe, on ne peut plus faire cette comparaison. On 
est alors amene a considerer une application f : G —> G 1 qui permette de se ra- 
mener a la situation precedente, e’est-a-dire telle que /(G) soit un sous-groupe 
de G' . Pour cela, il faut que l’application / soit compatible avec la structure de 
groupe, done compatible avec les lois qui definissent la structure. C’est la notion 
de morphisme. 

Definition 1.2.6. Soient (G, .) et ( G ',*) deux groupes. Un morphisme (ou ho- 
momorphisme) de groupes de G dans G' est une application / : G — > G' 
verifiant : 


V(i,y)eGx G, f(x.y) = fix) * f(y). 


Notation . On note HomiG^G') l’ensemble des morphismes de groupes de G dans 
G' . On note End(G) l’ensemble des morphismes de groupes de G dans lui-meme, 
qu’on appelle endomorphismes de G. 

Proposition 1.2. . Tout element f de Hom(G,G' ) verifie les proprietes suivantes : 

(i) /(1 g) = 1g' 

(ii) /(aG 1 ) = /(x) _1 pour tout element x de G 
(hi) H < G ^ f(H) < G' 

(iv) H' <G' => f~\H ') < G avec = {x G G,/(x) G H'}. 

Demonstration, (i). Notons 1 q et Iq' les elements neutres respectifs de G et G' . 
Soit x un element de G, on a f(x) = f(x I q) = /(^)/(1g)- Or f(x) = f{x) 1^', 
d’ou /( 1 G ) = 1 G /. 

(ii) . Pour tout x de G on a 1 G / = /(I g) = f(xx~ l ) = /(x)/(x -1 ), d’ou 
fix- 1 ) = fix)- 1 . 

(iii) . Pour tous y\ et y 2 dans fiH), il existe x\ et X 2 dans H tels que fix 1 ) = y\ 
et fix 2 ) = y 2 - D’ou yiy/ 1 = /(xi)/^)^ 1 = /(xi)Z(x/ 1 ) = f(x ix/ 1 ) qui appar- 
tient a fiH). 

(iv) . Pour tous x et y dans / _1 (iP') on a /(x) et /(y) dans Hf d’ou 

/(xy _1 ) = /(x)/(y) _1 appartient a H' . et xy _1 appartient a f~ l iH'). □ 
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Definition - Proposition 1.2.8. Pour tout element f de Hom(G, G'), f(G) est un 
sous-groupe de G' appele image de f et note Im(f ) ; / _1 ({1 G /}) est un sous- 
groupe de G appele noyau de f et note Ker(f). □ 

Proposition 1.2.9. Si f : G — > G' est un morphisme de groupes, on a 

[f injectif] o [ Ker(f ) = {1 G }] 

[f surjectif } [Im(f) = G'}. 


Demonstration. On a 

[/injectif] <=> [V(x,y) G G x G, (/(x) = f(y)) => (x = y)}. 

Si / est injectif et f{x) = 1 G ' = /(1g)j alors x = 1 G et Ker(f) = {1g}- 
Reciproquement, si f(x) = f(y), on a 

1 G> = (f{x))~ l f{y) = /(x _1 )/(2/) = f{x~ l y ), 

d’ou x~ l y G Ker(f). Si Ker(f) = {1 G }, alors x = y et / est injective. 

La deuxieme assertion est evidente. □ 

Exemples 1.2.4. 

a) Si H < G, alors l’injection canonique i : H c — > G est un morphisme. 

b) L’application de GL n { C) dans C*, qui a vine matrice associe son determi- 
nant, est un morphisme de groupes multiplicatifs dont le noyau, note SL n ( C), est 
appele groupe special lineaire. (On peut remplacer C par un corps commutatif 
quelconque. ) 

Proposition 1.2.10. Soient G , G' ,G" trois groupes. Alors pour tout f de Hom(G , G' ) 
et tout g de Hom(G' ,G" ), go f appartient a Hom(G,G" ). 


Demonstration. Le lecteur verifiera facilement que l’application de G dans G" de- 
finie par g o f est un morphisme de groupes. □ 


Definition 1.2. . Un element / de Hom(G, G') est un isomorphisme s’il existe 
un morphisme reciproque g, i.e. un element g de Hom(G ' , G) tel que gof = idc 
et / o g = id G '- 


15 


Chapitre I. Generalites sur les groupes 


Proposition 1.2.11. Soient G et G' deux groupes et f : G — > G' une application. 

(i) / est un isomorphisme si et seulement si f est un morphisme bijectif 

(ii) Si f est un isomorphisme, I’application reciproque est un isomor- 
phisme. 

Demonstration, (i). II est clair qu’un isomorphisme est une application bijec- 
tive. II suffit done de demontrer que si / est un morphisme bijectif, l’appli- 
cation reciproque / est un morphisme de groupes. Pour tous x' et y' dans 
G' , il existe x et y uniques dans G tels que x' = f(x) et y' = /(y). On a 
/ -1 (®V) = / _1 (/(^)/(y)) = / _1 (/(®1/)) =xy = f~ l {x')f- l {y'). 

(ii). Evident. □ 

Attention. Une application biject.ive n ’est pas necessairement. un isomorphisme. 
Le lecteur verifiera que, pour tout groupe non trivial G et pour tout g ^ dans 
G , l’application f g :G^G definie par f g (x) = gx est bijective, mais n’est pas 
un morphisme de groupes. 

Definition 1.2.8. Deux groupes G et G' sont isomorphes s’il existe un isomor- 
phisme f de G sur G' . 


Cette notion est extremement importante, car deux groupes isomorphes ont 
exactement les memes proprietes algebriques. 

Notation . Si deux groupes G et G' sont isomorphes, on note G ~ G' . Les elements 
de End(G) qui sont des isomorphismes sont appeles automorphismes de G. Ils 
forment un groupe pour la composition des applications, note Aut(G). 

Remarques 1.2.5. 

a) II est clair d’apres les propositions (1.2.10) et (1.2.11) que la composition 
des applications munit Aut{G) d’une structure de groupe. 

b) Si deux groupes sont isomorphes, ils ont meme ordre. 

Attention. La reciproque est fausse (c/. exercice 1.4 ci-dessous). 

c) Si / est un isomorphisme d’un groupe G sur un groupe G' , pour tout element 
x de G, les elements x et f(x) ont meme ordre. 

d) Si / : G — ► G' est un morphisme injectif, alors G est isomorphe a f(G). 
Ceci permet « d’identifier » G au sous-groupe f(G ) de G' . 
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e) Soient G un groupe et G' un ensemble. Si f : G —* G' est vine applica- 
tion bijective, on peut munir G' d’une structure de groupe telle que / soit un 
isomorphisme, et cela de maniere unique. 

En effet, 

Vx' € G ' , My' 6 G\ 3!x € G, 3\y G G, tels que x = f(x),y' = f(y). 

On pose alors x'y' = f(xy) ; ceci definit sur G' une loi de composition interne 
telle que : 

Vx € G,Vy G G, f(xy) = f(x)f{y). 

On verifie facilement que cette loi est associative, que /( 1q) est element neutre 
et que x /_1 = f(x~ l ). L’ensemble G' est done muni d’une structure de groupe et, 
puisque / est un morphisme bijectif, e’est un isomorphisme. 

Evidemment, on obtient un resultat analogue si G est un ensemble et G' un 
groupe, en considerant l’application / _1 . 

f) Soient G un groupe, G' un ensemble et / : G — » G' une application. 
L’ensemble f(G ) muni de la loi * definie par f(x) * f(y) = f(xy) est un groupe. 
Par exemple / : Z 2 — > C definie par /((a, b)) = a + ib. 

Exemples 1.2.5. 

a) Soit E un fc-espace vectoriel de dimension n. Alors les groupes GL(E ) 
(c/. exemple I.2.1.e) et GL n (k) ( cf . exemple 1.1.1 .b) sont isomorphes par l’isomor- 
phisme qui, a tout element tp de GL(E), associe la matrice M{ip) de ip dans une 
base fixee de E. 

b) Automorphismes interieurs . Soient G un groupe et g un element de G. 
L’application 

p g : G — > G, x i — v gxg~ 1 

est un automorphisme de G. appele automorphisme interieur defini par g. On 
note Int(G) l’ensemble {p g , g £ G} des automorphismes interieurs de G. C’est 
un sous-groupe de Aut(G). On remarquera que, en general, on peut avoir p g = p g / 
avec g / g' , si g~ l g' G Z(G), d’ou \Int(G)\ ^ |G|. 

Remarque 1.2.6. En general, pour un groupe G, Int(G) est un sous-groupe strict 
de Aut(G). Mais pour certains groupes, on peut avoir Int(G) = Aut(G) (comme, 
par exemple, pour les groupes S n , n/6, (cf. TR.II.B)). 

Exeivice 1.4. 

1. Montrer que l’ensemble {0, 1,2,3} muni de la loi • definie en (1.4) est un 
groupe isomorphe au groupe Z/4Z (cf. exemple I.1.2.b). 
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2. Montrer que les groupes D 4 et TL, qui sont tous les deux d’ordre 8, ue sont 
pas isomorphes. (Utiliser la remarque (I.2.5.c).) 


3. Montrer que les matrices 



-1 -1 
1 0 

1 0 

-1 -1 


0 1 

-1 -1 

-1 -1 
0 1 


torment un sous-groupe de GL2(M), isomorphe au groupe GL2(Z/2Z). 


Theoreme 1.2.1 (de Cayley). Tout groupe G est isomorphe a un sous-groupe du 
groupe Sq de ses permutations. 

Demonstration. Soit g un element de G. L’application f g : G —> G definie par 
f g (x ) = gx est bijective, c’est done une permutation de E. L’application 

F : G — * Sg, 9^ fg 

est un morphisme de groupes. En effet F(gh) est 1’ application de G dans G qui 
a x associe ghx. Comme ghx = g(hx), cet element est aussi l’image de x par 
1’ application F(g) o F{h). On en deduit que F(gh ) = F(g) o F(h). 

De plus, F est injective. En effet, si F(g) est egal a l’identite, pour tout x de 
G on a gx = x, d’ou g = 1 q, oil \q est 1’ element neutre de G, et Ker(F) = {Id- 
Par consequent, F est un isomorphisme de G sur son image F(G), qui est un 
sous-groupe de Sq- □ 


Remarque 1.2. . On verra au TR.I.A que si deux ensembles E et F sont equipo- 
tents, les groupes Se et Sf sont isomorphes. Done, si G est un groupe d’ordre n, 
le theoreme de Cayley montre que G est isomorphe a un sous-groupe de S n . Mais 
l’entier n n’est pas forcement minimal pour cette propriete, i.e. on peut avoir 
p < n et G isomorphe a un sous-groupe de S p ( cf . exercice 1.5 ci-dessous). Comme 
on sait que Idl = n\, on comprend l’importance de trouver un p inferieur a n tel 
que G soit isomorphe a un sous-groupe de S p . 

Exercice L5. 

1. Montrer que le groupe -D4 est isomorphe a un sous-groupe de S4. 

2. En comptant le nombre d’elements d’ordre 4 de S4, montrer qu’ils n’ont 
pas tous meme carre. 

En deduire que TL n’est pas isomorphe a un sous-groupe de S'4. 

Montrer, par la meme methode, que TL n’est pas isomorphe a un sous-groupe 
de Sj. Par consequent, l’entier n minimal tel que TL soit isomorphe a un sous- 
groupe de S n est n = 8 = \TL\. 
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1.3. Produit direct de groupes 

A Produit de sous-groupes d’un groupe 

Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On considere les parties 
de G, HK = {hk, h £ H, k £ K} et KH = {kh, k £ K, h £ H}, ou le produit est 
la loi de G. 

Remarque 1.3. . En general, ces deux parties de G ne sont pas egales et ne sont pas 
des sous-groupes de G. En effet, considerons dans S 3 les sous-groupes H = (n) 
et K = (T2) : alors HK = (e, Ti,T2,Ti o T2}, KH = {e,Ti,T2,T2 o ri} et, puisque 
ri ° T 2 7 ^ T 2 ° ri, HK / HK ; de plus (n o = T 2 o n ^ HK et (r 2 o ti ) _1 = 

Ti o T 2 KH , done HK et KH ne sont pas des sous-groupes de S 3 . 

Proposition L3.1. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. Alors HK 
est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH . 

Demonstration. Remarquons d’abord que HK et KH ne sont pas vides puisqu’ils 
contiennent 1 ’element neutre. Si HK est un sous-groupe de G, pour h £ H et 

k £ K, on a kh = S HK, done KH est contenu dans HK. Soit 

z £ HK, alors z _1 = hk, et z = k~ 1 h ~ 1 £ KH, d’ou HK est contenu dans KH, 
et HK = KH. 

Reciproquement, si HK = KH, soient h et h' dans H, k et k' dans K ; alors, 
{hk){h' k')~ l = hkk , ~ 1 h , ~ 1 . Or, £ KH = HK, done il existe h" £ H et 

k" £ K tels que kk'- l h '- 1 = h"k" , d’ou (hk^h'k ')- 1 = hh!'k" £ HK, et HK est 
un sous-groupe, ainsi que KH. □ 

Remarque 1.3.2. Si G est abelien, pour tous sous-groupes H et K, HI\ est un 
sous-groupe de G. 

Exercice L 6 . Montrer que si HK est un sous-groupe de G, e’est le sous-groupe 
engendre par H U K. 

Proposition 1.3.2. Soient G un groupe et {Hi}\^i^ n une famille finie de sous- 
groupes de G. Si, quels que soient i et j, 1 ^ i < j ^ n, H t Hj est un sous-groupe 
de G, alors 

HiH 2 ...H n = {x 1 ...x n , Xi £ Hi, l ^ n} 
est un sous-groupe de G. 


Demonstration. Le lecteur montrera, par un raisonnement par recurrence, que cette 
proposition est un corollaire immediat de la proposition (1.3.1). □ 
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Produit direct de groupes 

Proposition 1.3.1 . Soient G\ et G 2 deux groupes d’ elements neutres respectifs l^q 
et 1 g 2 - Alors I’ensemble G\ x G 2 muni de la lot de composition interne definie par 

((xi,x 2 ),(yi,y2)) 1 — » (xm,x 2 y 2 ) 

est un groupe dont I’element neutre est (1^,1 q 2 ), I’inverse de I’element ( x±,x 2 ) 
etant I’element 

La demonstration est laissee au lecteur a titre d’exercice. □ 

Definition 1.3. . Le groupe defini ci-dessus est le produit direct des groupes 
G\ et G 2 , note Gi x G 2 . 


Les projections canoniques 


Pi : Gi x G 2 — 

-Gr, 

(xi,x 2 ) H- 

->■ Xl 

p 2 ■ Gi x G 2 — 


(xi,X 2 ) E- 

-> X 2 


sont des morphismes surjectifs, et les injections canoniques 


qi ■ G 1 - 

— >■ G 1 x G 2 , xi e- 

-e (ari.lGa) 

i-Q 

to 

9 

1 

—> G\ x G 2 , x 2 1 — 

0-GnX 2 ) 


sont des morphismes injectifs. 

Remarques 1.3.3. 

a) Le groupe G\ x G 2 est abelien si et seulement si les groupes G± et G 2 le 
sont. 

b) Le groupe Im(qi) (resp. Im(q 2 )) est un sous-groupe de Gi x G 2 isomorphe 
a G\ (resp. G 2 ). 

c) Si G± et G 2 sont des groupes d’ordre fini, alors G ± x G 2 est d’ordre fini et 
\Gi xG 2 | = IGrIIGal. 
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Exencice I. . Montrer que l’ensemble {0, 1,2,3} muni de la loi * definie en (1.4) 
est un groupe isomorphe au groupe (Z/2Z) x (Z/2Z). Verifier que ce groupe n’est 
pas isomorphe au groupe Z/4Z. 


1 . 3 . Produit direct de groupes 


Proposition 1.3.4. Soient deux groupes G\ et G 2 - Un groupe G est isomorphe au 
produit direct G\ x G 2 si et seulement s’il contient deux sous-groupes H\ et H 2 
tels que 

(i) Hi ~ Gi * = 1,2 

(ii) V h] 6 H\, V h 2 G H 2 , hih 2 = h 2 hi 

(iii) G = H l H 2 

(iv) H 1 rH 2 = {l G }. 


Demonstration. Soit 0 : G\ x G 2 — > G un isomorphisme. On pose H\ = 7m(0ogi) 
et H 2 = Im((j)o q 2 ) ; alors le groupe H \ (resp. H 2 ) est isomorphe a G\ (resp. G 2 ). 
D ’autre part, 


Mhi G HiHxi sGi,i = 1,2 tels que hi = 0(x 1 ,l G2 ), h 2 = cj)(l Gl ,x 2 ), 


d’ou, 


hih 2 = 4>(xi,l G2 )(j)(l Gl ,X2) = (f>((x i,l G2 )(l Gl ,x 2 )) = 4 >(xi,x 2 ). 

De la meme maniere, on a 

h 2 hi = 4>(l Gl ,x 2 )(j)(xi, 1g 2 ) = 4>(xi,x 2 ) 

d’ou hih 2 = h 2 hi. Tout element de G s’ecrit $(xi,x 2 ) = (j>(xi, 1 q 2 )(/)( 1 q 1 , x 2 ) qui 
appartient a HiH 2 , done G = HiH 2 . De plus, H\ fl H 2 = { 0 ( 1 gi , 1 g 2 )} es t reduit 
a l’element neutre de G. 

Reciproquement, soient Hi et H 2 deux sous-groupes et 0 j : Gi — > Hi, 
i = 1,2 des isomorphismes, avec G = HiH 2 et H 1 n H 2 = {1 G }. Pour tout 
X = (51,52) G Gi x G 2 , on pose = 0 i (51) 02(52) G G. Si x' = (g'i,g 2 ) alors 
ip(x)ip(x') = 0 i (51)02(52)01 (51)02(52)- utilisant (ii), on obtient done 

0 (x) 0 (x') = M 9 i)Mg'i)M 92 )M 92 ) = ^1(5151)^2(5252) = ^(xx 1 ). 

Cela montre que -0 est un morphisme. II est surjectif puisque G = HiH 2 . Si 
01 (51) 02 (52) = 1 g, alors 0 i (51) = 02(52)^ G Hi 0 H 2 , done <j>i{gi) = 02(52) = 
1 G . On en deduit 51 = l Gl et g 2 = 1 g 2 , puis x = 1 -GixG 2 , ce qui montre l’injecti- 
vite. Par consequent, 0 est un isomorphisme de G*i x G 2 sur G. □ 
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Exeivice 1.8. 

1. Generaliser la proposition (1.3.4) a une famille Lnie de groupes G i, . . . , G n . 

Attention. Cette proposition ne peut etre generalisee a une famille infinie de 
groupes, car seul le produit d’un nombre Uni d’ elements a un sens. 

2. Montrer que si G est un groupe fini dont tous les elements distincts de 1q 
sont d’ordre 2, alors G est un groupe abelien et il existe un entier p ^ 1 tel que 
G ~ Z/2Z x • • • x Z/2Z ( p facteurs). 

Theoreme 1.3.1 (propriete universelle du produit direct de groupes). Soient G\ et 
G 2 deux groupes, pi les projections canoniques de G\ X G 2 sur Gi, i = 1,2. Pour 
tout groupe G et tout morphisme de groupes fi : G — » Gi, i = 1,2, il existe un 
unique morphisme de groupes h : G — > G± x G 2 tel que p^ o h = fi, i = 1, 2. 

Demonstration. Existence de h : pour tout x de G, posons h(x ) = (fi(x),f 2 (x)). 
Il est clair que h est un morphisme de groupes et que pi o h = fi, i = 1,2. 

Unicite de h : supposons qu’il existe un autre morphisme de groupes 
h' : G — » G*i x G 2 tel que pi o h' = fi, i = 1,2. Alors, pour tout x de G, on a 
h'[x ) = (fi(x), f 2 {x)) = h(x), d’ou h' = h. □ 

Remarque L3. . Le probleme universel de produit de groupes s’enonce de la fagon 
suivante : deux groupes Gi et G 2 etant donnes, existe-t-il un groupe P et des 
morphismes de groupes pi : P — > Gi, i = 1,2, tels que, pour tout groupe G et 
tous morphismes de groupes fi : G — > Gj, i = 1, 2, il existe un unique morphisme 
de groupes g : G — > P tel que pi o g = fi, i = 1, 2 ? Si {P,Pi,P 2 ) existe, on dit 
que c’est une solution du probleme universel de produit des groupes Gi, G 2 . La 
proposition precedente montre que P = G\ x G 2 , p\ et P 2 etant les morphismes 
de projection, est une solution du probleme. 

Il est facile de montrer que la solution d’un probleme universel est unique a 
isomorphisme unique pres. Ceci signihe que deux solutions sont isomorphes et 
qu’il existe un unique isomorphisme de l’une sur l’autre ; on pourra preciser ce 
que cela signihe en se reportant au TR.II.A. 

En particulier, etre solution d’un probleme universel est une propriete qui 
caracterise un objet. Par exemple, un groupe P muni de morphismes de groupes 
OLi : P — ► Gi, i = 1, 2, est isomorphe au produit direct Gi x G 2 si et seulement 
s’il est solution du probleme universel de produit des groupes Gi et G 2 . 

On rencontrera dans cet ouvrage plusieurs types de problemes universels. 
En particulier, on peut se poser le probleme universel de somme de groupes, 
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probleme dual du precedent, obtenu en « renversant » le sens des morphismes. 
On verra au TR.III.D et au chapitre VI que ce probleme universel de somme 
admet des reponses tres differentes suivant que l’on considere des groupes non 
abeliens ou des groupes abeliens, ce qui n’est pas le cas pour le probleme univer- 
sel de produit comme cela a ete remarque en (1. 3. 3. a). Par consequent, la solution 
d’un probleme universel, lorsqu’elle existe, ne depend pas seulement du type de 
probleme pose, mais aussi du type de structure algebrique concerne. 

Proposition 1.3. . Soient I un ensemble non vide et une famille de groupes 

d’ element neutre respectif lc i; is/. L ’ensemble ILe/ Gi muni de la loi de 
composition interne ((xj)jg/, (j/j)*e/) 1 — ¥ (xiyi)i£l es l un groupe, note \\ l& j G t 
et ayyele yroduit direct des groupes (Grj)jgj, dont I’element neutre est 1 = (lfjjjg/ 
et dans lequel I’element inverse de x = (xj)jg/ est I’element x 

Demonstration. Laissee au lecteur a titre d’exercice. □ 

Exewice I. . Le lecteur demontrera l’enonce suivant, qui est la generalisation de 
l’enonce du theoreme (1.3.1) a une famille quelconque de groupes (Gj)jg/. 

Soient I un ensemble non vide, (Gj)jg/ une famille de groupes et les mor- 
pliismes de projection pi : riie/ Gi — > Gi, i S /. Pour tout groupe G et toute 
famille de morphismes de groupes /j : G — ► Gi, i S /, il existe un unique mor- 
phisme de groupes g : G — > riie/ Gj. tel que, pour tout i S I , Pi o g = fa. 
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*s? TR.I.A. Etude du groupe symetrique S n 

Pour un ensemble E. on note Se le groupe des applications bijectives de E 
dans E, ou permutations de l’ensemble E. pour la composition des applications. 

On a vu (proposition 1.1.1) que, des que le cardinal de E est strictement superieur 
a 2, ce groupe est non abelien. 

Le theoreme de Cayley (1.2.1) et surtout les tres nombreuses occasions oil ils 
interviennent dans des domaines tres varies des mathematiques, rendent l’etude 
des groupes symetriques tres importante. On amorcera ici cette etude qui sera 
poursuivie et approfondie aux TP.I et TR.II.B. 

1 Montrer que si E et E' sont des ensembles equipotents (cf. a ppendice), les 
groupes Se et Se 1 sont isomorphes. 

Par consequent l’etude du groupe Se, ou E est un ensemble fini de cardi- 
nal n, se ramene a l’etude du groupe S n , groupe des permutations de l’ensemble 
[n] = {1, . . . ,n}. On rappelle que le cardinal de S n est n\, i.e. le groupe S n est 
d ’ordre n ! . 

Soit u € S n , le support de o est l’ensemble 

supp(cr) ={*6 [n],(j{i) / i}. 

2 Montrer que, dans S n , deux elements dont les supports sont disjoints com- 
mutent. 

Pour a E S n et pour i E [n\, on appelle a-orbite de i l’ensemble 

= {a r (i),r € Z }. 

3. En remarquant que est la classe de i pour une relation d’equivalence 

definie sur [n], et en notant {*i, . . . , it] une famille de representants des a-orbites 
distinctes dans [ n ], montrer que 

n = X! |tlcr(*q)|- 

l^q^t 
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On va maintenant etudier des permutations particulieres, les cycles, qui sont 
les constituants elementaires du groupe symetrique (c/. question 6 ci-dessous). 

Un element cr £ S n est un r-cycle, on cycle de longueur r, s’il existe un 
ensemble ordonne de r entiers distincts dans [n], {i\, . . . ,i r }, tel que 

cr{i\) — % 2 , • ■ ■ , <j(ij ) — *j+i) ■ • • > cr(v) — *1 
Vfc £ {[n] —{ii,..., i r }},a(k) = k. 

On remarquera qu’un 1-cycle est necessairement l’identite et qu’un 2-cycle est une 
transposition. Une permutation circulaire d’un ensemble a n elements est un 
n-cycle de S n (i.e. de longueur maximale). 

4 Montrer qu’un r-cycle est un element d’ordre r dans S n . 

5 Montrer qu’un element cr £ S n , n > 1, est un r-cycle si et seulement si dans la 
decomposition de [n] en cr-orbites, il n’existe qu’une seule o-orbite non ponctuelle 
(i.e. non reduite a un point). Le cardinal de cette orbite est egal a r. 

6 Montrer que tout element cr £ S n , cr ^ id, s’ecrit sous la forme 

= 7i ° ° 7 s, O 1 

ou les 7 j sont des cycles a supports disjoints, tous differents de l’identite, et que 
cette decomposition est unique a I’ordre pres des facteurs. 

Cette decomposition s’appelle la decomposition canonique de o en cycles. 
Cette decomposition permet done de ramener l’etude des permutations a celle 
des cycles. 

7 Montrer que pour cr £ S n , l’ordre de o est le ppcm des ordres des cycles de sa 
decomposition canonique. 

8 Montrer que tout cr £ S n se decompose, de maniere non unique, en un produit 
de transpositions. 

Nous allons maintenant introduire un invariant des permutations. Soit cr £ S n ; 
si on note t le nombre de cr-orbites distinctes dans [n], on pose sgn(cr) = (— l ) n ~ 4 
et on l’appelle signature de cr. 

9 Montrer que si 7 est un r-cycle, sgn(y) = ( — l) r_1 . 

10. Montrer que si t est une transposition, sgn(cr o r) = —sgn(o). (On considere 
la tranposition t qui echange i et j : on montre que : 

- si £lcr(k) est une cr-orbite ne contenant ni i ni j, Vt aoT {k) = £l a {k ) ; 

- si i et j sont dans deux a-or bites distinctes, les termes de ces deux cr-orbites 
torment une seule (cr o r)-orbite ; 
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- si i et j sont dans la meme <7-orbite, les termes de cette er-orbite forment 
deux (<r o r)-orbites distinctes. 

Done le nombre de (a o r)-orbites est egal au nombre des cr-orbites, plus ou 
moins un.) 

11. Montrer que si a £ S n est un produit de k transpositions, alors 
sgn(a) = (—l) k , et que les nombres de transpositions dans deux decompositons 
de <7 en produit de transpositions ont meme parite. 

L ’ensemble { — 1,1} muni de la multiplication usuelle est un groupe isomorphe 
a Z/2Z. La signature definit done une application sgn : S n — > Z/2Z. 

12. Montrer que cette application est un morphisme de groupes. 

Le morphisme sgn : S n — > Z/2Z defini ci-dessus s’appelle le morphisme 
signature. 

13. On dit que deux permutations o et o' de S n sont conjuguees dans S n s’il 
existe une permutation a tel que a' = acra . Demontrer la formule suivante : 
pour un k-cycle (xi, . . . , x k ), 

oc(x\, . . .,x k )a~ l = (a(xi), . . .,a(x k )). 

En deduire, en particular, que toutes les transpositions sont conjuguees dans S n . 

14. Demontrer qu’il existe un unique morphisme non trivial S n — > Z/2Z. (On 
demontrera que si un tel morphisme vaut +1 sur une transposition, alors il est 
trivial sur les transpositions : e’est done le morphisme trivial.) 

Ce qui precede montre l’unicite du morphisme signature. Son noyau, note A n , 
forme des permutations de signature +1, sera etudie au TR.II.B. 

's? TR.I.B. troupes cycliques 

Un groupe monogene est un groupe engendre par un element, 

G= (x) = {x k ,keZ }. 

Ces groupes sont des groupes abeliens particulierement importants. On verra 
au chapitre VI que tout groupe abelien engendre par un nombre hni d’elements 
est isomorphe a un produit direct de groupes monogenes. 

1 Montrer que sur tout ensemble hni, on peut dehnir une loi de composition 
interne qui munisse cet ensemble d’une structure de groupe monogene. (Soit X 
un ensemble a n elements; on note x\ un element et on pose X 2 = 2xi,..., 
x k = kx i, . . . ,x n = nx i, (n + l)xi = xi. On munit X de la loi 

Xi + Xj = Xj + Xi = kx i, avec k = (i + j) mod n.) 
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2. Montrer que si G est un groupe monogene : 

- ou bien G est infini et isomorphe a Z, 

- ou bien G est d’ordre fini et isomorphe a u groupe additif Z/nZ, a vec n = |G| . 

Un groupe monogene d’ordre fini est dit cyclique. Ce qui precede montre que 
l’etude des groupes cycliques se ramene a celle des groupes additifs Z/nZ. 

3. Montrer que si p est un nombre premier, tout groupe d’ordre p est cyclique, 
done isomorphe a TLjpTL. 

Nous allons etablir un resultat technique qui nous sera utile dans la suite. 

4 . Montrer que si G = ( x ) est un groupe cyclique d’ordre n, x k = 1 si et seulement 
si k £ nZ. 

Sous-groupes des groupes cycliques 

Nous avons vu (proposition 1.2.2) que les sous-groupes de Z sont les nZ, n £ N. 
Ils sont done isomorphes a Z. On remarquera ici une difference fondamentale entre 
les groupes abeliens et les espaces vectoriels : le sous-groupe nZ est strictement 
contenu dans Z (par exemple si n = 2, nZ est l’ensemble des nombres pairs) 
et pourtant isomorphe a Z, alors qu’un sous-espace vectoriel strict d’un espace 
vectoriel de dimension finie ne peut lui etre isomorphe. 

5. Montrer que les sous-groupes deZ/nZ correspondent biunivoquement aux sous- 
groupes kTL de Z, avec k > 0 divisant n. En deduire qu’un sous-groupe d’un groupe 
cyclique est un groupe cyclique. 

6 . Montrer que si G = (x) est un groupe cyclique d’ordre n, si k est un entier 
relatif et si h = pgcd(k, n), alors x k et x h engendrent le meme sous-groupe. 

Le theoreme de Lagrange (II. 1. 1) montre que si G est un groupe fini, l’ordre 
de tout sous-groupe H de G divise l’ordre de G. En general, si d est un diviseur 
quelconque de l’ordre de G, il n’existe pas de sous-groupe H de G d’ordre d. Par 
exemple, on verra au TR.II.B que le groupe A 4 , qui est d’ordre 12, n’a pas de 
sous-groupe d’ordre 6. Cependant, 

7. Si G = (x) est un groupe cyclique d’ordre n et si d est un diviseur de n, montrer 

que H = est un sous-groupe d’ordre d de G et que e’est le seul. 

On verra au chapitre VI que, plus generalement, si G est un groupe abelien 
fini d’ordre n, pour tout diviseur d de n, il existe un element de G d’ordre d. 
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Generateurs d’un groupe cyclique 

En general, si G = ( x ) est un groupe cyclique, il existe dans G d’autres genera- 
teurs que x. Par exemple, le groupe des racines cubiques de l’unite G = {l,j, j 2 } 
est engendre par j et j 2 . Nous allons montrer que les generateurs d’un groupe 
cyclique G torment un groupe, dont nous allons calculer l’ordre. 

8 Montrer que si G = ( x } est un groupe d’ordre n, x k est un generateur de G si 
et seulement si pgcd(k,n) = 1 (l.e. si k et n sont premiers entre eux). 

On en deduit que le nombre de generateurs d’un groupe cyclique d’ordre n est 
egal a <p(n), oil ip est la fonction d’Euler 

ip(n) = card{k E N, 1 ^ k ^ n — l,pgcd(k , n) = 1}. 

9 Montrer que les generateurs du groupe TLjnTL torment un groupe multiplicatif, 
note HJ(Z/nZ). (On utilisera l’identite de Bezout.) 

On remarquera que ce groupe n’est pas un sous-groupe de Z/nZ, puisque sa 
loi n’est pas induite par celle de Z/nZ. 

10, Montrer que, pour tout n E N*, le groupe Aui(Z/nZ) est isomorphe a u groupe 
U(Z/nZ). 

Produit direct de groupes cycliques. Application au calcul de ip(n) 

11, Montrer que si p et q sont des entiers positifs, pZ n qL = pqh si et seulement 
si p et q sont premiers entre eux. 

En deduire que les groupes 'LjpTL x Z/(?Z et 'LjpqL sont isomorphes si et 
seulement si p et q sont premiers ent.res eux. 

12, Generaliser cette derniere assertion en montrant que les groupes 

Z/piZ x ... x Z/p/jZ et Z/pi . . .pfcZ 

sont isomorphes si et seulement si les entiers pi, 1 ^ i ^ k, sont premiers entre 
eux deux a deux. 

On en deduit que pour tout nombre n E N* dont la decomposition en facteurs 
premiers est n = p^ 1 . . . p s k k , le groupe Z / nZ est canoniquement isomorphe au 
groupe Z/p^Z x . . . x Z/p^. fe Z. 

13, En deduire que si n = p* 1 . . . pt k , ou les pi, 1 ^ i ^ k, sont des nombres 
premiers, alors tp(n) = Oj=i <p( Pi *)• (O n etablira qu’un isomorphisme de groupes 
/ : G — > G' induit line bijection entre l’ensemble des parties generatrices de G et 
1 ’ensemble des parties generatrices de G 1 .) 
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14. Montrer que pour tout nombre premier p et tout entier posit.if s, on a 

tp(p s ) = p s ~ l (p- 1 ). 

En deduire que si n = p ^ 1 . . . p s k k est la decomposition de n en facteurs premiers, 
on a 


k 

<p(n) = n II 

i — 1 



Jit TR.I.C. Determination des groupes d’ordre n, 
pour 1 ^ n ^ 9 

II s’agit de determiner tous les groupes, a isomorphisme pres, d’ordre n pour 
1 < n < 9. 

On sait que le seul groupe d’ordre 1 est le groupe trivial reduit a l’element 
neutre. La question TR.I.B.3 donne la reponse pour n = 2,3, 5, 7. 


Cas n = 4 

1 Montrer qu’un groupe d’ordre 4 est isomorphe a Z/4Z ou a TL/TL x Z/2Z et 
que ces deux groupes ne sont pas isomorphes ent.re eux. 


Cas n = 6 

Soit G un groupe d’ordre 6. 

2 Montrer que si G est abelien, il est isomorphe a ’LjbTL, (lui-meme isomorphe a 
Z/2Z x Z/3Z). 

3 Montrer que si G est non abelien, il est isomorphe a S 3 . 


Cas n = 8 

Nous allons montrer qu’il existe, a isomorphisme pres, exactement cinq groupes 
d’ordre 8 qui sont : 

Z/8Z, Z/2Z x Z/2Z x Z/2Z, Z/4Z x Z/2Z, P 4 , H. 

4 Montrer que les cinq groupes ci-dessus ne sont pas isomorphes entre eux deux 
a deux. 

Soit G un groupe d’ordre 8 ; il est clair que s’il possede un element d’ordre 8, 
il est isomorphe a Z/8Z et on sait que, d’apres (El. 8 . 2), si tous ces elements sont 
d’ordre 2, il est isomorphe a Z/2Z x Z/2Z x Z/2Z. 

On suppose qu’aucune des conditions ci-dessus n’est realisee. Il existe done un 
element a d’ordre 4 dans G. 
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5 Montrer qu’il existe dans G un element b, n’appartenant pas a u sous-groupe 
(a) et que {a, b} engendre G. 

On voit facilement que ba E {ab, a 2 b, a 3 b}. 

6 Montrer que si ba = ab, le groupe G est abelien et 11 est isomorphe a u groupe 
produit Z/4Z x Z/2Z. 

Montrer que l’egalite ba = a 2 b est impossible. 

On en deduit done que si ab ^ ba, alors ba = a 3 b. 

8 Montrer qu’alors b 2 = 1 ou b 2 = a 2 , et que : 

- si b 2 = 1 , le groupe G est isomorphe a u groupe D 4 ; 

- si b 2 = a 2 , le groupe G est isomorphe au groupe 7i. 

Cas n = 9 

Si le groupe G possede un element d’ordre 9, il est isomorphe au groupe Z/9Z. 
On suppose que le groupe G ne possede pas d’element d’ordre 9. 

9 Montrer que le groupe G possede deux elements a et b d’ordre 3 tels que a 2 ^ b 
et b 2 ^ a, qui engendrent. G. 

II est facile de voir que ba E {ab, ab 2 ,a 2 b, a 2 b 2 }. 

10, Montrer que seule l’egalite ba = ab est possible (ca Iculer (ba) 2 ), et qu’alors le 
groupe G est isomorphe au groupe 7LI37L x Z/3Z. 

II y a done, a isomorphisme pres, deux groupes d’ordre 9 qui sont : 

Z/9Z, Z/3Z x Z/3Z 

(verifier qu’ils ne sont pas isomorphes entre eux). 

On aura remarque que si G est un groupe d’ordre n = 4 ou 9, i.e. n = p 2 ou 
p est un nombre premier, alors G est isomorphe a Z/p 2 Z ou a Z/pZ x Z/pZ. On 
etablira ce resultat de fagon generate en dans l’exercice (IV. 4). 
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TPI. Etude de quelques groupes de permutations 

Dans ce TP, on se propose de manipuler avec MAPLE quelques groupes de 
permutations, c’est-a-dire des sous-groupes du groupe symetrique S n , pour diffe- 
rents entiers n. D’apres le theoreme de Cayley, tout groupe peut etre vu comme 
uu groupe de permutations, d’ou l’importance de ces derniers. C’est l’occasion 
d’etudier la structure de groupe (la definition par des generateurs, le calcul du 
centre, de l’ordre des elements) et d’apprehender sans formalisme la notion de pre- 
sentation par generateurs et relations (qui sera etudiee en detail au TP.IV.A). En 
particulier, on s’interessera aux deux groupes non abeliens d’ordre 8 : le groupe 
des isometries du carre et le groupe quaternionique TL. 

Quelques remarques concernant la manipulation des permutations et des 
groupes de permutations sous MAPLE : on prendra soin de charger au prealable 
la librairie group de MAPLE (faire with (group) ;). 

- Definition d’une permutation. On peut soit se donner une « permutation 
list » [< 7 ( 1 ), . . . ,<r(n)] : ainsi [1,3, 4, 5, 2] designe pour MAPLE la permuta- 

, soit se donner la permutation a comme la liste des cycles 

a supports disjoints dont le produit est a : ainsi [[1,2,3] , [4,5]] designe 
la permutation (1,2, 3) (4, 5) . On passe de l’un a l’autre comme suit : 

>convert( [1,3, 4, 5, 2] ,disjcyc) ; 

>convert ([[1,2,3] , [4,5] ] ,permlist , 5) ; 

>convert ([[1,2,3] , [4,5] ] ,permlist , 9) ; 

>map(g->convert (g, disj eye) , [ [2 ,3 , 1 , 5,4] , [2, 3, 1 , 5,4, 6, 7, 8, 9] ] ) ; 
>map(g->convert (g, disj eye) ,{ [2,3, 1 ,5,4] , [2,3, 1 ,5,4,6,7,8,9] }) ; 

Noter que, dans la deuxieme commande, la permutation est vue comme un 
element de S§ et comme un element de Sg dans la troisieme. La commande 


tion 


1 2 3 4 5 
1 3 4 5 2 
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type (g,disj eye (n)) renvoie true si g est un element de S n donne comme 
une liste de cycles a supports disjoints et false sinon. 

Remarque. Concernant toutes les commandes MAPLE suivantes (et toutes 
les procedures que vous serez amenes a ecrire), sauf mention du contraire, il 
sera sous-entendu que les permutations sont entrees comme listes de cycles 
a supports disjoints. 

- Operations sur les permutations. Elies sont donnees par les commandes 
invperm, mulperms (inverse et produit respectivement). Le neutre est [ ]. 

Definition d’un groupe de permutations. La commande MAPLE 
G: =permgroup(n, {gl , . . . ,gr}) definit le sous-groupe G de S n par 
un ensemble g\, . . . , g r de generateurs. On peut alors tester si g appartient 
a G par groupmember (g,G) et calculer le cardinal par grouporder (G) . 

Remarque. A priori, tous les algorithmes a la base des commandes MAPLE 
utilises dans cette feuille sont connus du lecteur, a l’exception precisement de 
groupmember et de grouporder dont {implementation depassant le cadre de ce 
TP sera passee sous silence (voir cependant la question 4.). Le lecteur interesse 
pourra consulter [10], chapitre 8, ou attendre le TP.II. 

Les groupes S n et A n 

US’ Quelques commandes MAPLE utiles : seq, nops, op, type( ,odd). 

1. Calculer mulperms ( [ [1 ,2] ] , [ [1 ,3] ] ) et mulperms ( [ [1 , 3] ] , [ [1 , 2] ] ) . Que 

constate-t-on ? Ecrire une procedure multperm: =proc(gl ,g2) renvoyant gl o g2. 

2. La commande combinat [permute] (n) renvoie la liste de tous les elements de 
S n en tant que « permutation lists ». Definir S3 avec la commande permgroup et 
donner la liste de ses elements a l’aide de la commande elements. Comparer avec 
le resultat de la commande combinat [permute] (3). 

3. Ecrire des fonctions definissant sous Maple, pour n un entier quelconque 
donne, le groupe S n a partir des systemes de generateurs suivants : 

- les transpositions (1,2), (2 , 3), . . . , (n — 1, n ) ; 

- la transposition (1,2) et le n-cycle (1,2 , ... ,n). 

Verifier, pour differentes valeurs de n, que l’on obtient bien S n tout entier (et le 
demontrer au papier-crayon pour tout n). 
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4 Soit G le sous-groupe de S n defini par un ensemble Sq = {gi, ■ ■ ■ ,g r } de 
generateurs et soit S = So U {gj -1 , . . . , g” 1 } (on conserve les inverses, bien que le 
groupe soit fini, par souci d’efficacite algorithmique) . Partant de L = S U {1g} 
et N = S, quels types de « mots » en les generateurs et leurs inverses obtient-on 
dans L et N apres execution de la ligne suivante ? 

N : ={seq(seq(multperm(g,h) , g=N) ,h=S) } minus L; L:=L union N; 

Et apres execution de cette ligne deux fois de suite? Tester avec MAPLE sur 
S n , pour n = 3,4, engendre par la transposition (12) et le n-cycle (1,2, . . . ,n). 
Conclusion? Ecrire une procedure elementsl : =proc (G) donnant la liste des ele- 
ments du groupe G, par iteration de la ligne de commandes precedente autant de 
fois que necessaire. A l’aide de la commande time, comparer sur des exemples les 
temps de calcul entre cette procedure naive et la procedure elements de MAPLE 
dont ^implementation est passee sous silence : conclusion? 

5 Soit G(n), pour n ^ 3, le sous-groupe de S n engendre par : 

- les cycles (1,2, 3) et (3, . . . , n) si n est impair ; 

- les permutations (1,2,3) et (1,2) (3, . . . ,n) si n est pair. 

Que dire de la parite des elements de G{n) ? Verifier avec la commande parity 
puis observer les cardinaux. Quelle conjecture cela suggere-t-il ? La demontrer 
( indication : commencer par remarquer que (1, 2, *) (1, 2, j) -1 = (l,*)(l,j) et que 
S n est engendre par les transpositions de la forme (1, i ) ; en deduire que le groupe 
alterne A n est, pour n ^ 3, engendre par les 3-cycles (1, 2, i), i = 3 , ,n). Ecrire 
enfin une procedure A:=proc(n) definissant A n sous MAPLE pour tout entier 
n ^ 2. 

6 On sait que le centre de S n est trivial, sauf pour n = 2 ou le groupe est abelien. 
En testant avec MAPLE (commande center), faire une conjecture pour A n et la 
demontrer. 


Deux groupes de permutations de cardinal 8 

c®' Quelques commandes MAPLE utiles : sort, Matrix. 

Preliminaires : on rappelle que le type d’une permutation cr 6 S n est la liste 
[1, . . . , 1, n \, . . . , n r ], ou les rii, ranges par ordre croissant, sont les longueurs des 
cycles dans la decomposition canonique en produit de cycles disjoints, avec au 
prealable autant de 1 que de points fixes : la somme des elements de la liste vaut 
done n (en analyse combinatoire, on dit qu’une telle liste est une partition de n). 

Ecrire une procedure typ:=proc(g,n) renvoyant le type de la permutation 
g € S n . Tester avec les elements (1,2,3) et (1,2, 3) (4, 5) de Sq. Comment trouver 
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l’ordre d’une permutation lorsque l’on connait son type? Ecrire une procedure 
ord calculant l’ordre d’une permutation. Donner la liste des ordres des elements 
de S 4 et verifier que ces nombres divisent tous le cardinal de S 4 . Denombrer a la 
main les elements d’ordre 4 et comparer. 

Etude du premier groupe : avec les notations de l’exemple I.1.2.C, on rappelle 
que le groupe des isometries du carre est D4 = {/, R\, R2, i?3, H , V, Ai, A 2 }. 

8 Une isometrie du carre permutant les sommets du carre, justifier que D 4 s’iden- 
tifie, quitte a numeroter les sommets, a un sous-groupe de S 4 (precisement, on 
montrera que la restriction aux sommets definit un morphisme injectif de groupes 
de D 4 dans S 4 ; on identifie alors D 4 a son image). Decrire, en tant que permu- 
tations, les elements de D 4 . Enfin, definir D 4 avec la commande permgroup et 
donner la liste des elements avec la commande elements. En deduire qu’il s’agit 
effectivement d’un sous-groupe de S 4 de cardinal 8 . 

9, Verifier que D 4 = ( R\,H ) = (R\,V) = (R\,Ai) = ( R±,A 2 ) et que, dans 
chacun de ces cas, D 4 = ( a,b ), ou a est d’ordre 4, 6 d’ordre 2 et 6 a = a 3 6 . 
Demontrer que ces relations determinent completement le groupe ( i.e . la liste 
de ses elements et sa table de multiplication). Existe-t-il d’autres systemes de 
generateurs a deux elements ? Sont-ils tous de la forme precedente ? 

Etude du second groupe : le groupe quaternionique Ti est le sous-groupe de 
GL/ 2 (C) constitue des matrices 



On pose, pour g et g' dans Ti, a g (g') = gg 1 . D’apres le theoreme de Cayley, 
l’application g 1 — » a g permet de voir TC comme un sous-groupe de Ss- 

10. Definir Tl sous MAPLE comme un groupe de permutations en utilisant la 
remarque precedente (on pourra effectuer le calcul matriciel avec MAPLE en char- 
geant au prealable la libraire LinearAlgebra). Verifier par MAPLE qu’il s’agit 
bien d’un sous-groupe de Ss d’ordre 8. Enfin, demontrer que TL est engendre par 
deux generateurs a et 6 soumis aux relations a 4 = 6 4 = 1, a 2 = 6 2 et ba = ab 3 . 

11. Que dire du sous-groupe de Ss engendre par les permutations (1234) (5678) 
et (1537)(2846) ? 

12. Est-il possible de voir Ti comme un sous-groupe de S n avec n < 8? On ecrira 
une procedure test :=proc(a,b) testant si deux elements d’ordre 4 engendrent 
un groupe isomorphe a TL et l’on recherchera avec MAPLE les elements d’ordre 4 
de S 7 (combien en denombre-t-on a la main ? ) . 

Remarque. Se reporter a l’exercice 1.5 pour une methode utilisant uniquement le 
papier-crayon. 
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II 


GROUPES QUOTIENTS 


On a vu au chapitre I que, pour tout n de Z, nZ est un sous-groupe de Z 
et la loi interne de Z, c’est-a-dire l’addition, induit une loi interne sur Z/nZ qui 
munit cet ensemble d’une structure de groupe. De plus, la projection canonique 
7r : Z — > TL/nTL est un morphisme de groupes. 

L’objectif de ce chapitre est de formaliser cette situation pour un groupe quel- 
conque. Autrement dit, etant donne un groupe G et un sous-groupe H, a quelles 
conditions peut-on definir un ensemble quotient G/H et une application cano- 
nique 7r : G — > G/H , de telle sorte que la loi de G induise sur G/H une loi interne 
le munissant d’une structure de groupe et que n soit un morphisme de groupes? 

On va montrer qu’a tout sous-groupe H d’un groupe G est associee une relation 
d’equivalence 7Z definie sur G. Si cette relation d’equivalence satisfait certaines 
conditions de compatibilite, la loi interne de G induit une loi interne sur l’ensemble 
des classes d’equivalence G/1Z qui munit cet ensemble d’une structure de groupe 
et la projection canonique n : G — > G/H est un morphisme de groupes. On 
montrera qu’inversement, a toute relation d’equivalence 1Z definie sur un groupe 
G et satisfaisant les conditions de compatibilite, est associe un sous-groupe H de 
G tel que la relation 1Z soit la relation associee au sous-groupe H . Ceci conduit a 
la notion de sous-groupe normal. 

II. 1. Classes modulo un sous-groupe 


On considere un groupe G, H un sous-groupe de G, et on definit sur G la 
relation 

(. xTZy ) ( x~ l y € H). 


Chapitre II. Groupes quotients 


Proposition n.1.1. 

(i) La relation 7Z est une relation d’ equivalence. 

(ii) Soit x un element de G, sa classe d’ equivalence pour la relation 1Z est 
I’ensemble xH = {xh, h £ H}. 

Demonstration, (i). Pour tout x de G , on a x~ l x = 1g £ H, d’ou xlZx et la relation 
1Z est reflexive. Pour tout x et tout y dans G, on a (x~ 1 y)~ 1 = y~ 1 x, d’ou si xlZy 
alors yTZx et la relation 1Z est symetrique. Si xTZy et yTZz, alors x~ 1 y £ H et 
y~ 1 z £ H , d’ou x~ 1 yy~ 1 z = x~ l z £ H et xlZz, la relation 1Z est done transitive. 

(ii). Si xlZy il existe h £ H tel que x~ x y = h, i.e. y = xh. □ 

Definition n.1.1. La relation 1Z est appelee relation d’ equivalence a gauche 
modulo H , et xH la classe a gauche de x modulo H. 


Remarques n.1.1. 

a) On definit une relation d’equivalence a droite modulo H par 

(xlZy) ( xy _1 £ H) 

et la classe a droite de x modulo H est l’ensemble Hx = {hx, h £ H}. 

Lorsque nous aurons a considerer les relations a gauche et a droite modulo H, 
nous noterons ces deux relations respectivement jjl Z et TZh- 

b) Quel que soit h dans H, on a Hh = H = hH et H est la classe a droite et 
a gauche de l’element neutre de G modulo H . 

c) Si le groupe G est abelien, en notant sa loi additivement, les relations 
d’ equivalences dehnies ci-dessus s’ecrivent 


(■ xTZy ) ((x -y) £ H), 


et les relations d’ equivalences (resp. les classes) a gauche et a droite modulo H 
coincident. 

Si le groupe G n’est pas abelien, ce n’est plus le cas, en general. On consi- 


dere dans S 3 le sous-groupe H = (r) avec t 


1 2 3 

2 1 3 


. En remarquant que 


S3 = {e, r, <7, cr 2 , r o a, o o r} avec er 
modulo H sont respectivement : 


1 2 3 

2 3 1 


les classes a gauche et a droite 


c tH = {cr, got} Hg = {g, tog} 

g 2 H = {cr 2 , g 2 o t = t o g} Hg 2 = {cr 2 , t o g 2 = g o t} 


qui sont deux a deux distinctes puisque t o g ^ g o t. 
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Exemple 11.1. . On considere un element n de Z et on pose H = nZ, sous-groupe 
de Z. La relation d’equivalence (resp. les classes) modulo H coincident ) avec la 
relation (resp. les classes) de congruence modulo n. 

Notation . On note ( G/H) g (resp. ( G/H)d ) l’ensemble des classes d’equivalence 
des elements de G pour la relation a gauche (resp. a droite) modulo H. Ces 
ensembles sont aussi appeles ensembles quotients a gauche (resp. a droite) 

modulo H. 

Proposition n.1.2. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. 

(i) Toute classe a gauche xH (resp. a droite Hx) est equipotente a H. 

(ii) Les ensembles ( G/H) g et ( G/H)d sont equipotents. 

Demonstration, (i). Pour tout element x de G, l’application H — » xH qui a h 
associe xh, est evidemment bijective. 

(ii). Pour tout xH de ( G/H) g , posons ip(xH) = Hx , qui est un element de 
( G/H)d ■ Montrons que tp est une application. En effet, xH = yH est equivalent 
a x _1 y £ H . d’ou x _1 £ Hy ~ l , et Hx ~ l = Hy ~ l , c’est-a-dire ip(xH) = (p(yH). 
D’autre part, Hx = Hy _1 est equivalent a x~ l y £ H, autrement dit, xH = yH. 
Ceci signifie que tp(xH) = ip(yH) implique xH = yH et done que (p est injective. 
De plus, pour tout Hx dans (G/H)d, on a Hx = (p(x~ 1 H ), par consequent tp est 
surjective. II existe done une application bijective de ( G/H) g sur ( G/H )^, ce qui 
prouve que ces deux ensembles sont equipotents. □ 

Definition n.1.2. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On appelle 
indice de H dans G, qu’on note \G : H], le cardinal de l’ensemble ( G/H) g 
(on (G/H) d ). 

Theoreme H.1.1 (de Lagrange). Si G est un groupe fini, pour tout sous-groupe H 
de G on a 

\G\ = \H\[G:H\. 

Demonstration. Puisque les xH , x £ G, sont les classes d’ equivalences pour la 
relation d’equivalence 1Z , elles torment une partition de G. De plus, d’apres la 
proposition precedente, chacune de ces classes est equipotente a H. On en deduit 
que le cardinal de G est egal au cardinal de H , multiplie par le nombre de classes, 
qui est precisement le cardinal de l’ensemble quotient (G/H) g . D’ou la formule 
\G\ = \H\[G:H\. □ 
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Remarque H.1.2. Ce theoreme est souvent enonce de la fagon suivante : dans un 
groupe fini, l’ordre de tout sous-groupe divise l’ordre du groupe. 

Comllaim H.1.1. Pour tout groupe fini, I’ordre de tout element divise I’ordre du 
groupe. 

Demonstration. Pour tout x de G, l’ordre de x est l’ordre du sous-groupe (x) de G. 
On applique alors le theoreme de Lagrange avec H = (x). □ 

Pmposition n.1.3. Dans un groupe, I’intersection d’un nombre fini de sous- groupes 
d ’indice fini est un sous-groupe d’ indice fini. 

Demonstration. Soient G un groupe et Hi, i = 1 , . . . , n, une famille de sous-groupes 
de G qui sont tous d’indice fini dans G. Supposons que n = 2. II est clair que 
pour tout x de G, on a (Hi H Hfijx C ( H\x 0 H2X). D’autre part, pour tout y 
dans ( H\x 0 H2X), on a yx~ x E H\ et yx _1 E H2, i.e. yx~ l E H\ H H2 , d’ou 
(Hi 0 H2) x = H\x 0 H2X. On en deduit que [G : ( H\ n H2)] ^ [G : H{\[G : H2]. 

Si le resultat est vrai pour les (n — 1) sous-groupes H 1 , . . . , H n _ 1 , on applique 
le raisonnement ci-dessus aux sous-groupes (fl et H n . □ 

Attention. L’ enonce ci-dessus n ’est plus vrai, en general, pour un nombre in fini 
de sous-groupes d’indice fini (considerer les sous-groupes de Z ou, plus generale- 
ment, cf. TR.III.C). 

Theoreme H.1.2 (formule de l’indice). Si H est un sous-groupe d’indice fini d’un 
groupe G et si K est un sous-groupe de G contenant H ( H C K C G), alors K 
est d’indice fini dans G et 


[G:H\ = [G: K][K : H\. 

Demonstration. Soit une famille de representants des classes a droites dis- 

tinctes des elements de G modulo K. Les Kxi, i E I, forment une partition de 
G et card(I) = \G : K], Soit {yj}j^j une famille de representants des classes a 
droites distinctes des elements de K modulo H. Les Hyp j 6 J, forment une 
partition de K, et card(J) = [K : H], Pour tout g dans G, il existe un unique 
i E I tel que g E Kxi et il existe un unique k E I\ tel que g = kx^. D’autre part, il 
existe un unique j E J tel que k E Hyj, d’ou g appartient a HyjXi. On en deduit 
que G = (J (ij)eixAHyjXi). 

Lemme n.1.1. Les ensembles HyjXi, ( i,j ) E / x J, forment une partition de G. 
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Demonstration. Supposons que Hyj/Xi/ = HyjXi, alors KHyjiXv = KHyjXi . 
Mais, puisque II C K , on a KH = K e t K Htjj = Ky :j = K , car y :) E K. 

De la meme maniere, KHyy = K. On en deduit que HyjiXi > = HyjXi implique 
Kxv = Kxi et, puisque les Kxi forment une partition de G, que il = i. Par 
consequent Hyji = Hyj et, pour une raison analogue, j' = j. D’ou le lemme. 

Ceci prouve que [G : H] = card(I x J) = card(I) x card(J) = [G : K] [K : H\. 
Comme \G : H] est fini, cette egalite implique que [G : K] est fini. □ 

Remarque H.I.3. La demonstration ci-dessus montre que la formule de l’indice 
est vraie de fagon plus generale des que deux quelconques des trois termes qui 
apparaissent dans la formule sont finis, le troisieme etant alors necessairement 
fini. 

Exetvice IL . Soient H et K deux sous-groupes finis d’un groupe G. Montrer que 

I tt\ I jry-\ 

card(HK) = card(KH) = — — ■ 

II. 2. Compatibilite avec la structure 


Definition H.2. . Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne 
(notee multiplicativement) sur lequel est definie une relation d’equivalence TZ. 

(i) TZ est compatible a droite (resp. a gauche) avec la loi si, quels 
que soient x, y , o dans E, on a ( xTZy ) =>■ ( xaTZya ) (resp. ( xlZy ) =Y 
(axTZay)). 

(ii) TZ est compatible avec la loi si elle est compatible a droite et a 
gauche. 

Pmposition H.2.1. Avec les merries notations que ci-dessus, TZ est compatible avec 
la loi si et seulement si 

V x,x',y,y' E E, [(xTZx) et ( ylZy ')] [xyTZxy']. 

Demonstration. Supposons que TZ soit compatible avec la loi : alors si xTZx' et 
yTZy' , on a xyTZx'y et x'yTZx'y' , d’ou xylZx'y' par transitivite. 

Reciproquement, l’assertion de l’enonce etant vraie pour tout x,x',y,y', c’est 
en particulier vrai pour y = y' , d’ou si xTZx' alors xyTZx'y et la relation est 
compatible a droite avec la loi. De meme, en considerant x = x' , on montre 
qu’elle est compatible a gauche. □ 
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Proposition II. 2. 2. SoientG un ensemble muni d’une loi de composition interne, TZ 
une relation d’equivalence definie sur G et G/TZ I’ensemble quotient de G par la 
relation d’equivalence 7 Z. Alors la loi interne de G induit une loi interne sur G/TZ, 
(x,y) xy (oil pour z 6 G,~z designe la classe d’equivalence de z) si et seulement 
si 1Z est compatible avec la loi de G. 

Demonstration. La correspondance (x, y) i— » xy definit une loi interne sur G/TZ si 
et seulement si elle definit une application G/TZ x G/TZ — > G/TZ, autrement dit, 
si et seulement si 

(x = xT,y = yl) => (xy = Wyi), 

d’ou le resultat d’apres la proposition (II. 2.1). □ 

Remarque H.2.I. Si la relation TZ est compatible avec la loi de G, la loi induite 
sur G/TZ par celle de G est definie par x y = xy. II est clair que si la loi de G 
est associative (resp. commutative, resp. admet un element neutre e, resp. tout 
element x admet un element symetrique x _1 ), il en est de meme pour la loi induite 
sur G/TZ, e est l’element neutre, l’element symetrique de x est x _1 . 

Exemple H.2.j . Pour tout entier n, la relation d’equivalence definie par la 
congruence modulo n dans Z est compatible avec l’addition et la multiplication 
des entiers. Ces deux lois induisent done des lois de compositions internes sur l’en- 
semble des entiers modulo n, qui sont associatives, commutatives, qui possedent 
un element neutre ; de plus tout element admet un symetrique pour la loi induite 
par 1’ addition. 

II.3. troupes quotients 

On va maintenant etudier la situation ou G est un groupe. 

Proposition II.3.1. Soient G un groupe et TZ une relation d’equivalence definie 
sur G, compatible avec la loi de G. Alors I’ensemble quotient G/TZ, muni de la loi 
induite par la loi de G ( definie par (x,y) e- *• xy), est un groupe. 

Demonstration. C’est une consequence directe de la proposition II. 2. 2, qui assure 
que la loi sur le quotient est bien definie, et de la remarque II. 2.1. □ 

Une autre fagon de dire les choses est la suivante : notant n : G — > G/TZ 
l’application de passage au quotient, la loi sur le quotient G/TZ est definie par 
7r(x)7T (y) = ir(xy). On applique alors la remarque (I.2.5.e) 

On est done amene a determiner les relations d’equivalences compatibles avec 
la loi de G. 
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Proposition 11.3.2. Pour tout sous-groupe H d’un groupe G, la relation 7 Zh (resp. 
hTZ) est compatible a droite (resp. a gauche) avec la loi de composition de G. 

Reciproquement, si une relation TZ definie sur un groupe G est compatible a 
droite (resp. a gauche) avec la loi de composition du groupe G, alors il existe un 
unique sous-groupe H de G tel que 7 Z = 7 Zh (resp. 1Z = hTZ). 

Demonstration. Soient x,y,a des elements de G tels que xTZhV, Le. xyT 1 G H. 
Alors, ( xa)(ya )~ 1 = xaa~ 1 y~ 1 appartient a H , i.e. xaTZnya. Une demonstration 
analogue donne le resultat pour hTZ. 

Soit 1Z une relation d’equivalence definie sur G, compatible a droite avec la loi 
de G. On note H la classe d’equivalence de l’element neutre Iq de G. Montrons 
que H est un sous-groupe de G. Puisque \q £ H, H est non vide. Pour tous x et y 
dans H, on a xIZIg et ylZlc- La compatibilite de TZ avec la loi de G implique que 
xyT x lZy ~ x ; de plus, puisque ylZlc, on a yy~ l TZy ~ l , d’ou Ig-7 Zy _1 et y~ l lZlc ■ On 
en deduit que xy~ 1 lZ\G, Le. xy G H, ce qui prouve que H est un sous-groupe 
de G. Verifions que 7 Z = IZu- Si xl Zy alors, d’apres la compatibilite, xy~ 1 7ZlG, 
d’ou xy -1 G H et xlZny- Si xIZhV, xy~ l £ H, done xy~ 1 JZlG et, d’apres la 
compatibilite, xlZy. L’unicite de H decoule du fait que si 7 Z 7Zh 1 alors H est 
la classe d’equivalence de Iq- □ 

La relation d’equivalence 1Z est done compatible avec la loi de G si et seulement 
si il existe un sous-groupe H de G tel que 1Z = uTZ = TZh- Cela conduit a la 
definition suivante. 

Definition II.3. . Un sous-groupe H d’un groupe G est dit normal (ou distin- 
gue) dans G si hTZ = TZh ■ On note alors H <G. 


Et nous avons demontre : 

Theoneme n.3.1. Si H est un sous-groupe normal d’un groupe G, la loi de com- 
position interne induite sur V ensemble G/H par celle de G munit G/H d’une 
structure de groupe. La surjection canonique n : G — » G/H qui, a un element de 
G associe sa classe modulo H, est un morphisme de groupes. 

Exemple II.3. . Pour tout n G N*, l’addition de Z induit une structure de groupe 
sur Z/nZ, qui est celle definie dans 1’ exemple (I.1.2.b). 

Proposition n.3.3. Un sous-groupe H d’un groupe G est normal dans G si et seule- 
ment s’il verifie les conditions equivalentes suivantes : 

(i) Vx G G, xH C Hx 
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(i’) Vx G G, xH = Hx 

(ii) Vx E G, xHx^ 1 C H 
(ii’) Vx G G, xHx^ 1 = H 

(iii) Vh G H, Vx G G, xhx^ 1 G H 

(iv) II existe un groupe G' et un morphisme de groupes f : G — » G' tel 
que H = Ker(f). 

Demonstration. Le sous-groupe H est normal dans G si et seulement si les relations 
hTZ et 1Zh sont egales, done si et seulement si les classes a gauche et les classes a 
droite sont egales. 

Les assertions (i) et (i’) ainsi que (ii) et (ii’) sont clairement equivalentes. 
D’autre part, (i) implique (ii), qui est equivalente a (iii). Si xhx G H, 

(x G G, h G H), alors ii existe h! G H tel que xh = h'x, done xH C Hx et 

(iii) implique (i). 

Si H est un sous-groupe normal de G, H est le noyau du morphisme canonique 
de projection ir : G — > G/H. Reciproquement, si / : G — > G' est un morphisme 
de groupes, en posant H = Ker(f), on a : 

Wi G H, Vx G G, /(xhx- 1 ) = f(x)f(h)f(xY l = 1 G / 

d’ou xhx^ 1 G H et H est un sous-groupe normal de G. □ 

Remarque H.3. . Un sous-groupe H d’un groupe G est normal dans G s’il est stable 

par les elements de Int(G) ( cf . exemple I. 2 . 5 .b). 

Exemples H.3.2. 

a) II est clair que si G est un groupe abelien, tout sous-groupe H de G est 
normal et G/H est un groupe abelien. En particular, d’apres l’exemple (II. 2 . 1 ), 
le groupe additif des entiers modulo n est le groupe quotient de Z par le sous- 
groupe nZ. 

b) On a vu (exemple 1 . 2 . 2 ) que S3 est engendre par (j\ et 73. Considerons le 
sous-groupe H = (<7\) = {e, 01, <r(}. On verifie que les classes a gauche et a droite 
de S3 modulo H sont egales, done H < S3. De plus S3/H ~ S2 — Tj/TL. 

c) Le groupe special lineaire SL n (k ), etant le noyau du morphisme determinant 
det : GL n {k) — » k* , est un sous-groupe normal de GL n {k). 

d) On note A n le sous-groupe de S n forme des permutations de signature + 1 . 
C’est le noyau du morphisme signature sgn : S n — > Z/ 2 Z, e’est done un sous- 
groupe normal de S n . 


44 
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Exercice n.2. 

1. Montrer que pour tout groupe G, Int{G ) est un sous-groupe normal de 
Aut{G). 

2. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Montrer que si [G : H] = 2, 
alors H est un sous-groupe normal de G. 

3. Montrer que tous les sous-groupes du groupe quaternionique sont nor- 
maux dans Ti. 

Remarque U.3.2. Si H et K sont deux sous-groupes d’un groupe G, avec H C K . 
alors : 


( H < G) implique ( H < K). 


Attention. En general, 

( H < K ) n’implique pas ( H < G ), (H < G ) n’implique pas ( K < G), 

( H <\ I\ et K < G) n’implique pas (H < G). 

Autrement dit la propriete pour un sous-groupe d’etre normal n’est pas transitive. 

Un exemple d’une telle situation est donne dans le TR.II.B. 

II. 4. Caracterisation des sous-groupes normaux 


II est clair qu’un sous-groupe H d’un groupe G n’est pas necessairement nor- 
mal dans G. Nous allons introduire un sous-groupe intermediaire entre H et G, 
appelle le normalisateur de H dans G, dans lequel H sera un sous-groupe normal 
et qui permettra de determiner si H est normal dans G. 

Definition H.4. . Soient G un groupe et V(G) l’ensemble de ses parties. On dit 
que deux elements S et S' de V(G), ( S ^ 0), sont conjugues s’il existe un 
element x de G tel que S' = xSx _1 = { xsx -1 , s G S}. 


En convenant que la partie vide est conjuguee d’elle-meme, la relation de 
conjugaison est une relation d’equivalence sur V(G). Pour une partie S ^ 0 de G, 
sa classe d’equivalence pour cette relation est l’ensemble {xSx _1 ,x G G}, qu’on 
appelle classe de conjugaison de S. 
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Remarques H.4.1. 

a) Si S' = {< 7 }, ou g est 1111 element de G, les elements de sa classe de conju- 
gaison sont appeles les conjugues de g dans G. 

b) Une partie S' est conjuguee d’une partie S si elle est l’image de S par 
un automorphisme interieur de G. Par consequent, deux parties conjuguees sont 
equipotentes. 

c) Si H est un sous-groupe de G, toute partie de G conjuguee de H est un 
sous-groupe de G, isomorphe a H. 

Exercice U.3. Montrer que dans le groupe S n , pour tout k, 1 ^ k ^ n, les k-cycles 
sont conjugues (c/. TR.I.A.3). 

On sera amene a utiliser la notion plus generale suivante : 

Definition 11.4.2. Soient S et S' deux parties d’un groupe G et // un sous- 
groupe de G. Alors S et S' sont conjuguees sous H s’il existe un element x 
de H tel que S' = xSx~ l . 


Proposition - Definition n.4.1. Soient S une partie d’un groupe G et H un sous- 
groupe de G. 

(i) L’ensemble Nh(S) = {x E H,xSx ~ 1 = S} est un sous-groupe de H 
(done de G) appele le normalisateur de S dans H. 

(ii) L’ensemble Zjj(S) = {x G H \ Vs E S, xsx~ l = s} est un sous-groupe 
de H (done de G) appele le centralisateur de S dans H . 

(iii) Z H (S)<N H (S). 

Demonstration, (i). II est clair que 1 h E Nh(S). Soient x,y £ Njj(S), 
xSx^ 1 = ySy~ l = S, d’ou xy~ l Syx~ 1 = S = (xy^ 1 )S(xy^ 1 ), done 
xy- 1 £ N h (S). 

(ii) . Se demontre de la rnerrie fagon. 

(iii) . Soient x £ Zfj(S) et a £ Nh(S), alors pour tout s £ S, 
(axa~ l ) s (ax _ 1 a _1 ) = axs' x~ l a~ l , avec s' = a _ 1 sa. Puisque x £ Zfj(S), 
xs'x = s', d’ou 

(■ axa _1 ) s (ax^ 1 a _1 ) = as' a -1 = aa~ 1 saa ~ 1 = s, 


d’ou le result at. 


□ 
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II. 5. SOUS-GROUPES NORMAUX ET MORPHISMES 


Proposition H.4.2. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Alors H est 
un sous-groupe normal de Ng(H), et H est un sous-groupe normal de G si et 
seulement si Nq(H) = G. □ 

Proposition PL.4.3. Soient G un groupe, S une partie de G, H un sous-groupe de 
G. L’ensemble des classes de conjugaison de S sous H a pour cardinal I’indice de 
Nh(S) dans H. 


Demonstration. Deux classes de conjugaison xSx~ 1 et ySy _1 sont egales si et 
seulement si (xy^ 1 )S(xy~ 1 )~ 1 = S, i.e. xy~ l E Nh(S). Autrement dit, deux 
classes de conjugaison xSx -1 et ySy~ l sont egales si et seulement si les elements x 
et y sont dans la meme classe modulo Njj(S). On en deduit que le nombre de 
classes de conjugaison de S distinctes est egal a [H : Njj(S)]. □ 

Exercice PL . Montrer que Nq{H) est le plus grand sous-groupe de G dans lequel 
H est normal. 


II. 5. Sous-groupes normaux et morphismes 


Theoreme H.5.I. Soient G et G' deux groupes et f un element de Hom(G, G') . 
Alors f induit un isomorphisme f de G/ Ker(f) sur 


Demonstration. Soit 7r : G — > G/Ker(f ) la projection canonique. Tout element 
de G/Ker{f ) est la classe n(x) d’un element x de G. Posons /( 7r(x)) = f(x) et 
montrons que / est une application : si x' est un autre representant de la classe 
7r(x), on a xx'~ l E Ker(f), d’ou f(x') = f(x) et / est bien definie. On verifie 
aisement que / est un morphisme de groupes. Par construction, / est surjective. 
D’autre part, si /( ir(x)) = /(tt(j/)), on a f(x) = f(y), i.e. xy -1 E Ker(f), d’ou 
7 r(x) = 7r (y), done / est injective. D’ou le resultat. □ 

Remarque H.5. . Le theoreme ci-dessus peut etre demontre a partir du theoreme 
de factorisation des applications. En effet, on sait que si E et E' sont des ensembles 
et / : E — > E' est une application, on definit sur E une relation d’equivalence 1Z 
par xlZy si et seulement si f(x) = f(y ). On considere E /1Z l’ensemble des classes 
d’equivalence des elements de E et l’application / definie comme ci-dessus est une 
bijection de E/TZ sur Im(f). II sufht alors de verifier que sous les hypotheses du 
theoreme (II. 5.1), l’application / est un morphisme de groupes. 
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Chapitre II. Groupes quotients 


Exewice II. 5. Soit G un groupe : 

a) Montrer que le centre Z(G) de G est un sous-groupe normal de G. 

b) Montrer que le groupe G/Z(G ) est isomorphe au groupe Int(G). 

(On considerera l’homomorphisme G — > Int(G) defini par g i— > tp g 
(exemple I.2.5.b).) On en deduit que pour tout groupe G tel que Z(G) = {1}, on 
aG~ Int(G). 

c) Montrer que si le groupe G/Z(G) est cyclique, alors le groupe G est abelien. 

Proposition n.5.1. Soient G et G' deux groupes et f un element de Hom(G,G'). 
Alors 

(i) H«G=> f(H)<f(G), 

(ii) H' < G' => f~ l (H')<G. 


Demonstration, (i). Soient y £ f{H) et z £ f(G), alors il existe h £ H et g £ G 
tels que f(h) = y et f(g) = z. On a zyz _1 = f{ghg~ l ) £ f(H) et f(H ) est 
normal dans f(G). 

(ii). Soient h £ f^{H r ) et g £ G. On a f{ghg~ l ) = f (g) f (h) f (g)” 1 £ H\ 
d’ou ghg- 1 £ □ 

Attention. Sous les hypotheses de la proposition (II. 5.1 ), on n’a pas f(H) nor- 
mal dans G' , sauf si, par exemple, f est surjectif. 

Exencice U.6. 

1. Soient G\ et G 2 des groupes, H\ et H 2 des sous-groupes normaux respectifs 
de G\ et G 2 . Montrer que les projections canoniques 7Tj : Gj — >■ Gi/Hi, i — 1, 2, 
induisent un isomorphisme de groupes (Gi x G 2 ) /{Hi x H 2 ) — (G\/ H\) x ( G 2 /H 2 ). 

2. Montrer que si H et K sont deux sous-groupes conjugues d’un groupe G, 
alors Nq{H) et Nq{K) sont des sous-groupes de G conjugues. 

II. 6. Sous-groupes d’un groupe quotient 
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Lemme H.6.1. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. Si H est 
normal dans G, alors HK est un sous-groupe de G et H est un sous-groupe 
normal de HK. 


II. 6 . SOUS-GROUPES D’UN GROUPE QUOTIENT 


Demonstration. Puisque H est un sous-groupe normal de G et que K C G, pour 
tout k E K on a kH = Hk , d’ou KH = HI\ et HK est un sous-groupe de 
G d’apres la proposition (1.3.1). De plus, pour tout h E H et tout g E G, on a 
ghg~ 1 E H , done a fortiori pour g E HK, par consequent H est un sous-groupe 
normal de HK. □ 

Theoieme H.6.1. Soient G un groupe, H un sous-groupe normal de G, 
tt : G G/H la projection canonique. 

( i ) Le morphisme tt induit une correspondance biunivoque entre les sous- 
groupes (resp. sous-groupes normaux) de G contenant H et les sous- 
groupes (resp. sous-groupes normaux) de G/H . 

( ii ) Si K est un sous-groupe de G, alors HK est un sous-groupe de G conte- 
nant H et 7r (K) = HK/ H . 

Demonstration, (i). Soit K un sous-groupe de G/H et considerons K = tt~ 1 {K) 
l’image reciproque de K par 7r. Puisque l’application ir est surjective, tt (K) = K 
et puisque tt est un morphisme, d’apres la proposition (1.2.7. (iv)), K est un 
sous-groupe de G. Si K est un sous-groupe normal de G/H , d’apres la propo- 
sition (II.5.1 . (ii)) K est normal dans G. De plus K contient H qui est l’image 
reciproque de l’element neutre de G/H. 

Inversement, soit K un sous-groupe de G contenant H . Alors H est normal 
dans K et ir(K) = K/H est un sous-groupe de G/H , qu’on notera K. D’apres la 
proposition (II.5.1.(i)), si K est normal dans G, K est un sous-groupe normal de 
tt{G) = G/H. 

Les applications K i— *• K et K e- *• K sont des bijections reciproques 
Pune de l’autre de l’ensemble des sous-groupes (resp. sous-groupes normaux) de 
G contenant H sur l’ensemble des sous-groupes (resp. sous-groupes normaux) 
de G/H. 

(ii). Le sous-groupe H etant normal dans G, on a deja vu que HI\ est un sous- 
groupe de G qui contient H comme sous-groupe normal. Done tt(HK) = HK/H . 
D’autre part, il est clair que tt(K) C tt(HK) ; reciproquement, si y = n(hk), 
(h E H, k E K) alors y = Tr(h)Tr(k) = tt (k), done n(HK) C tt(K). Finalement, 
n(K) = HK/H. □ 

Exemple II.6. . Les sous-groupes du groupe Z/nZ sont les groupes A:Z/nZ avec 
nZ C kZ, e’est-a-dire avec k divisant n dans N*. Le nombre de sous-groupes de 
Z/nZ est done egal au nombre de diviseurs de n dans N*. 
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Proposition H.6.1. Soient G un groupe et H un sous-groupe normal de G. Si K et 
K' sont deux sous- groupes de G contenant H , alors 

K < K' =$■ ( K/H ) < ( K'/H ). 


Demonstration. On a K/H = tt(K) < tt(K') = K'/H. 


□ 


Exencice U.7. 

1. Soient / : G — > G' un morphisme de groupes et H un sous-groupe de G. 
Montrer que f(N G (H)) C Nc(f(H)). Que peut-on dire quand / est surjectif? 

2. Soient G un groupe, H un sous-groupe normal de G, tt : G — > G / H la pro- 
jection canonique. Si K est un sous-groupe de G contenant H , comparer Ng{K) 
et N g/h (tt(K)). 

Theoreme 11.6.2 (de passage au quotient). Soient G et G' deux groupes, H 
(resp. H' ) un sous-groupe normal de G (resp. G'), n : G — > G/H (resp. 
n' : G' — > G'/H') la projection canonique. Pour tout f E Hom(G,G') tel que 
f(H) C H' , il existe un unique f E Hom(G/H , G'/H') tel que f o tt = n' o f . 


Convention. L’expression « le diagramme suivant 


A 


f 


B 


9 

C 


g' 

D 


est commutatif » signifie que les applications satisfont a la condition 

g' °f = f °g- 

Demonstration du theoreme (II. 6 . 2). Considerons le diagramme suivant : 


G G' 

n ^ 

G/H G'/H' 

f 


Si le morphisme / existe et fait commuter le diagramme, il doit verifier 
/( ir(x)) = tt' (f (x)) et, tout element de G/H s’ecrivant t t(x) pour x E G, cette 
egalite impose l’unicite de /. 
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II. 6 . SOUS-GROUPES D’UN GROUPE QUOTIENT 


Montrons que l’egalite ci-dessus definit bien vine application /, i.e. que f(ir(x)) 
est independant du representant x choisi dans G pour decrire sa classe dans G/H . 
Si n(x) = 7T (y), on a xy~ l G H , done /(xy -1 ) = f{x)f(y)~ 1 E f(H) C H' . D’ou 

Montrons que / est un morphisme de groupes. On a 

JOOMy)) = J(n(xy)) = vr '(/(xy)) = 7r'(/(x)/(y)) 

= = 7( 7r ( x ))7( 7r (?/))- □ 

Remarque H.6. . En particulier, si H C Ker(f), il existe un unique morphisme 
/ G Hom(G/H , G 1 ) tel que f = f on. On dit que / factorise a travers n. 

Theoreme U.6. . Soient G un groupe et H un sous-groupe normal de G. Pour tout 
sous-groupe K de G, HnK est un sous-groupe normal de K , H est un sous-groupe 
normal de HK, et les groupes quotients Kj H 0 K et HK/H sont isomorphes. 


Demonstration. Si le sous-groupe H est normal dans G, alors il est normal dans 
HK et H O K est normal dans K, done les groupes quotients K/(H 0 K ) et 
HK/H existent. Considerons les morphismes canoniques 

7T : K ->• K/(H O K), t r' : HK -*• HK/H , i \ K —> HK. 

Alors i(H n K) = (H 0 K) C H et, d’apres le theoreme (II. 6. 2), il existe un 
unique morphisme i : K/(H n K) — > HK/H tel que le diagramme suivant soit 
commutatif : 

K HK 


K/(HCK) HK/H 

i 

On a vu au theoreme (II.6. 1. (ii) ) que n'(K) = HK/H, done le morphisme 
7r / o i = i o 7r est surjectif, il en est done de meme du morphisme i. D’autre part, 
on a 

[i(7r(x)) = 0] [^(^(x)) = 0] [x G H O K] 

d’ou i(- 7r(x)) = 0 equivaut a 7r(x) = 0 et i est injective. Par consequent i est un 
isomorphisme. □ 

Theoreme H.6.4. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes normaux de G 
tels que H C K. Alors les groupes ( G/H)/(K/H ) et G/K sont isomorphes. 
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Demonstration. On sait, d’apres le theoreme (II. 6.1), que K/ H est un sous-groupe 
normal de G/H et le groupe quotient ( G/H) /(K/H ) est bien defini. Considerons 
les morphismes canoniques 

tt h G — > G/H, n K : G — ► G/K, tt : G/H — > (G/H)/(K/H). 

Puisque tth(K) = K/H , d’apres le theoreme de passage an quotient, il existe un 
unique morphisme <p : G/K —> (G/H) /{K/H) tel que le diagramme suivant soit 
commutatif : 

G G/H 

ttk 

G/K > (G/H) /(K/H) 

Le morphisme tt o tth etant surjectif, il en est de meme du morphisme tp. 
D ’autre part, on a 

[<p(tt k (x)) = 0] \tt h (x) S K/H] &[x£K], 

d’ou p(t tk(x)) = 0 equivaut a ttk(x) = 0 et p est injective. Par consequent p est 
un isomorphisme. □ 


7 T 
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THEMES DE REFLEXION 


X TR.II.A. Sous-groupes derives et abelianisation 

A tout groupe G on associe un sous-groupe normal D(G), appele sous-groupe 
derive de G, tel que le groupe quotient G/D(G) soit un groupe abelien. On 
montre que ce dernier groupe est solution du probleme universel d’abelianisation. 

Soit G un groupe : pour tous x et y elements de G, on pose [x, y] = xyx~ 1 y~ 1 . 

Cet element de G est appele commutateur de x et y. On remarquera que le 
groupe G est abelien si et seulement si, pour tous x et y elements de G, on a 
[x,y\ = 1. 

On note D{G) le sous-groupe de G cngcndrc par les commutateurs \x 1 y\ pour 
x et y parcourant G et on l’appelle sous-groupe derive de G. 

1 Montrer que D(G ) est un sous-groupe normal de G. 

2 Montrer que le groupe G/D(G ) est abelien. 

3 Soit H un sous-groupe normal de G. Montrer que G/H est abelien si et seule- 
ment si D(G) C H. 


Probleme universel d’abelianisation 

Pour tout groupe G, on appelle abelianise de G la donnee d’un groupe abelien 
G a b et d’un morphisme de groupes A : G — > G a b tels que, pour tout groupe abelien 
A et tout morphisme de groupes / : G — ► A, il existe un unique morphisme de 
groupes abeliens / : G a b A tel que f o A = /. Si (G a b, A) existe, on dit que c’est 
une solution du probleme universel d’abelianisation du groupe G. 

4 Montrer que si le probleme universel d’abelianisation admet deux solutions, 
elles sont isomorphes et que l’isomorphisme permettant de passer del’une a V autre 
est unique . (On considerera deux solutions ( G a b,X ) et (G' ab , X') et on considerera 
le probleme precedent en remplagant (A, f) par (G a b, A) d’une part et (G' ab , X') 


Algebre T1 


d’autre part. L’unicite de l’isomorphisme provient de la condition d’unicite impo- 
see au morphisme / par l’enonce.) 

On reformule la question precedente en disant que, si le probleme univer- 
sel d’abelianisation admet une solution, elle est unique a un unique isomorphisme 
pres. C’est-a-dire que, des qu’on connait une solution, on connait toutes les autres, 
sans ambiguite sur le passage de l’une a l’autre. Comme on l’a remarque a la ques- 
tion precedente, c’est la condition d’unicite du morphisme / imposee par l’enonce 
du probleme qui impose « l’unicite de la solution » et « l’unicite de l’isomor- 
phisme », i.e. qui confere a ce probleme son caractere universel. 

5 Montrer que ( G / D(G),tt ), ou 7r est la projection canonique n : G — > G/D(G), 
est solution du probleme universel d’abelianisation de G. 

On deduit de la question 4 que (G / D(G),tt) est la solution du probleme 
d’abelianisation de G. 


9 TR.II.B. Etude des sous-groupes normaux de S n 

Le goupe A ni n ^ 3, forme des permutations de signature +1 d’un ensemble 
a n elements, est le noyau du morphisme signature ( cf . TR.I.A), c’est done un 
sous-groupe normal propre de S n . Nous allons montrer que pour tout n/4, c’est 
le seul sous-groupe normal de S n . 

Nous allons plus precisement montrer que, pour n ^ 3, n ^ 4, le groupe A n 
n’a pas de sous-groupes normaux propres. 

Un groupe G n’ayant pas de sous-groupes normaux propres est dit simple. 

L’etude des groupes finis simples est une partie importante de la theorie des 
groupes. Le resultat suivant, dont la demonstration est l’une des plus difficiles des 
mathematiques (et depasse done tres largement le cadre de ce livre), en est une 
etape cruciale : 

Les groupes simples finis, autres que les groupes cycliques d’ordre 
premier, sont d’ordre pair. 

Le but de ce TR est evidemment beaucoup plus modeste, neanmoins, le fait 
que les groupes A n , n ^ 5, soient simples a des consequences tres importantes. En 
particulier, c’est la raison fondamentale pour laquelle les equations polynomiales 
de degre superieur ou egal a 5 ne sont pas resolubles par radicaux, contrairement 
aux equations polynomiales de degre inferieur ou egal a 4 (cf. chapitre XVI). 
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1 Montrer que les groupes a beliens simples sont les groupes cycliques d’ordre 
premier. 


Themes de reflexion 


2. Montrer que si H est un sous-groupe normal non trivial de S n , n ^ 3, alors 
H C\A n est un sous-groupe normal non trivial de A n . Montrer que A n est l’unique 
sous-groupe d’indice 2 de S n . 

3 Montrer que si n ^ 3, le groupe A n est engendre par les 3-cycles (1,2 ,i) avec 

3 ^ i ^ n. 

Cas n = 3 

4 Montrer que le seul sous-groupe normal propre de S3 est A3. 

Cas n = 4 

On considere les elements de S 4 suivants : 

= (1) 2)(3, 4), a 2 = (1,3) (2, 4), (t 3 = (1,4)(2,3), 
ou (i. j) est la transposition (ou 2 -cycle) echangeant i et j et on pose 

V 4 = {l,(7i, 0 - 2 ,CT 3 }, 
ou 1 est la permutation identite. 

5 Montrer que 

- il contient tous les elements d ’ordre 2 de A 4 ; 

- V 4 est un sous-groupe abelien normal de A 4 et S 4 ; 

- c’est. le seul sous-groupe d’ordre 4 de A 4 . 

6 Montrer que V 4 admet trois sous-groupes propres Ki,i = 1,2,3, et qu’ils sont 
normaux dans V 4 , mais pas dans A 4 . (On a ainsi un exemple illustrant le fait que 
la propriete d’etre un sous-groupe normal n’est pas transitive, comme cela a ete 
souligne dans les exemples (II. 3. 2).) 

Montrer qu’il n’y a pas de sous-groupe d’ordre 6 dans A 4 et que Z(A 4 ) = { 1 }. 

8 Montrer que le groupe S 4 /V 4 est isomorphe au groupe S3. E11 deduire que A 4 est 
le seul sous-groupe normal propre de S 4 nontenant strictement V 4 . (Indication : 
identifiant S3 avec l’ensemble des permutations a dans S 4 verifiant (r(l) = 1 , 
demontrer que tout element de S 4 s’ecrit de maniere unique comme un produit 
xy, x G V 4 , y € S3. En deduire que le groupe S 4 /V 4 est isomorphe au groupe 
S3. Finalement, demontrer que A 4 est le seul sous-groupe normal propre de S 4 
contenant strictement V 4 . (Si H est un tel sous-groupe, considerer l’application 
S3 ^ S 4 /V 4 — > 54 /^).) 

9 En deduire que les seuls sous-groupes propres normaux de S 4 sont V 4 et A 4 . 
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Cas n ^ 5 

10. Soit H un sous-groupe normal de A n . Montrer que si H contient un 3-cycle, 
alors H = A n . 

Soit H un sous-groupe normal non trivial de A n . On va demontrer que si H 
contient une permutation a, alors il existe un 3-cycle 7 tel que o' = yoy~ l o~ l 
soit un 3-cycle. Pour cela, on note l(o) la longueur du cycle le plus long dans la 
decomposition canonique de o en produit de cycles. 

11. Demontrer, en distinguant successivement les cas l(o) > 3, l(o) = 3, l(o) = 2, 
que dans chaque cas H contient un 3-cycle. (On calculera d’abord o'y~ 1 o~ 1 .) 

12. E 11 deduire que pour n ^ 5, A n est un groupe simple. 

13. Montrer que A n est le seul sous-groupe normal de S n . 

14. Montrer que D(A n ) = A n . 

Nous allons maintenant etablir que D(S n ) = A n . 

15. Montrer que D(S n ) C A n . 

On considere la projection canonique n : S n — * S n / D(S n ). 

16. Montrer que pour tout couple (r, t') de transpositions, on a ^ r(r) = 7t(t / ). En 
deduire que pour tout element o de A n , on a ir(o) = 1. 

1' E 11 deduire que D(S n ) = A n . 

Application. Pour tout entier n > 1, il n’existe pas de sous-groupe de S n 
strictement compris entre S n - 1 et S n . 

Le groupe S n -i n’etant pas un sous-groupe de S n , la phrase ci-dessus est 
incorrecte : elle necessite done une precision. Les elements de S n qui laissent fixe 
le point n forment un sous-groupe K qui est isomorphe a S n -± : e’est via cet 
isomorphisme que l’on considere S n - 1 comme un sous-groupe de S n . 

Nous allons montrer le resultat suivant : 

Pour tout entier n > 1, si H est un sous-groupe de S n contenant 
strictement K, alors H = S n . 

Le resultat est evident pour n = 2,3. 

18. Montrer que A 4 est le seul sous-groupe d’ordre 12 de S 4 et en deduire le 
resultat pour n = 4. 

On suppose maintenant que n ^ 5 et soit H un sous-groupe de S n contenant 
strictement K. On pose K 1 = K 0 A n et H\ = H 0 A n . 

19. Justifier que K\ ~ A n _ 1 et montrer que K\ est strictement contenu dans H \. 
En deduire que l’indice de H\ dans A n est strictement inferieur a n. 
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Themes de reflexion 


On considere l’ensemble E = A n /H\ des classes a gauche de A n modulo H\. 
D’apres le dernier resultat de la question 19, on a 1 ^ card(E) < n. 

A tout element xH\ de E et tout element g E A n , on associe l’element gxH\ 
de E. 

20 . Montrer que ceci dehnit un morphisme de groupes ip : A n — » Se- 

21. On suppose que card(E) ^ 1. Montrer alors que Ker(ip) est strictement 
contenu dans A n et en deduire que <p est injectif. (On utilisera la question 12.) 

22 . Deduire de ce qui precede que card(E) = 1, d’ou card(H) = card(S n ). 

Ce dernier resultat prouve que H = S n . 

4b TR.II.C. Etude des automorphismes de S n 

Le but de cette etude est de montrer que pour tout n E N*, n ^ 2, n / 6, on 
a Int(S n ) = Aut(S n ). 

1 En remarquant que le groupe S n , n ^ 2, est engendre par les transpositions 
Ti = (1, *), montrer que tout automorphisme de S n qui transforme toute transpo- 
sition en une transposition est interieur. 

Pour demontrer le resultat annonce, il suffit done de prouver que, pour n/6, 
tout automorphisme de S n transforme toute transposition en une transposition. 
Pour cela, nous allons d’abord etudier les centralisateurs de certains elements de 
S n (questions 2 et 3), puis faire un raisonnement par l’absurde. 

On considere r = (i. j) une transposition donnee et C(t) son centrahsateur, 
i.e. C{t) = Z s „({t)). 

2 En considerant E = [n]\ {i,j}> montrer que V application qui a un element 
7 de C(t) associe sa restriction a E, induit un morphisme surjectif de groupes 
f : C(t ) — > Se — S n - 2 , dont le noyau est isomorphe a Z/2Z. 

3. En deduire que si o est un produit de k transpositions a supports disjoints, 
ces transpositions engendrent un sous-groupe normal de C(o) qui est isomorphe 
a (Z/2Z) fc . 

Soit tp E Aut(S n ). On suppose qu’il existe une transposition t telle que 
<p(t) = cr, oil cr est egale a un produit de k transpositions, avec k ^ 2. 

4 En remarquant que les centralisateurs C[r ) et C(a) sont isomorphes, montrer 
que S n - 2 possede un sous-groupe normal isomorphe a (Z/2Z) 1 , avec l > 0. 

L’etude faite au TR.II.B ci-dessus montre que ceci n’est possible que si 
n — 2 = 2 (Le. n = 4), ou n — 2 = 4 (Le. n = 6). 
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5 Montrer que, dans la situation ci-dessus, le cas n = 4 est impossible. (On aurait 
alors |C(r)| = 4 et | (cr) | = 8 , ce qui est en contradiction avec C(r) ~ C(cr).) 

On deduit done que, pour tout n/ 6 , tout automorphisme de S n transforme 
toute transposition en une transposition. 

On deduit de ce qui precede, ainsi que de l’exercice (1. 1.1) et de l’exer- 
cice (II. 5. b), que pour tout n ^ 3, n / 6 , on a 5„ ~ Int(S n ) — Aut(S n ). 

Pour completer cette etude, on montrera au TR.V.A que /nf(5e) 7 ^ Aut^Se). 
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TP.II. Classes, structure quotient et systemes 

generateurs forts 

On poursuit dans ce TP l’etude des groupes de permutations, autour des no- 
tions de classes et de quotient. On liste les classes de conjugaison, ce qui est 
1 ’occasion de discuter « 1 ’equation aux classes » pour la conjugaison (voir le corol- 
laire 2.1 du chapitre IV pour une version plus generale), puis les classes a gauche 
et a droite modulo un sous-groupe afin d’illustrer la notion de sous-groupe dis- 
tingue. En particulier, on regarde le quotient de S 4 par le groupe de Klein V 4 , 
quotient isomorphe a S 3 . Pour finir, on repond au probleme du calcul effectif de 
l’ordre et des elements d’un groupe de permutations G defini par un systeme de 
generateurs, ainsi que du test d’appartenance a G d’un element donne : quels algo- 
rithmes se cachent derriere les commandes grouporder, elements et groupmember 
de MAPLE, qui sont vraisemblablement plus performants que les algorithmes naifs 
vus dans le cadre du TP. I? 


Conjugaison et equation aux classes 

1 Denombrer a la main le nombre de conjugues de a = (123)(45) dans S& ; verifier 
avec la commande SnConjugates. 

Dans le cas d’un groupe de permutations G quelconque, disons de degre n, 
deux elements a et b conjugues sous G sont conjugues dans S n , done de meme 
type. Ecrire une procedure areconj : =proc (G , a , b) testant si a et b sont conjugues 
dans G. On utilisera la condition necessaire precedente afin d’eliminer de suite ces 
cas ou la reponse est negative. 

Soient a = ( 1 , 2) (3, 4) , b = ( 1 , 3) (2, 4) et D 4 le sous-groupe de S 4 engendre 
par (1,2, 3, 4) et (1,3) (e’est le groupe des isometries du carre deja rencontre dans 
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le TP. I). Verifier que a et b appartiennent a D 4. Sont-ils conjugues dans £4? Et 
dans D4? Verifier egalement avec la commande areconjugate de MAPLE. 

2. Ecrire une procedure classeconj :=proc(a,G) renvoyant la classe de conjugai- 
son de a dans G. Reprenant l’exemple de la question precedente, calculer les classes 
de a et b dans £4 et dans G. L ’equation aux classes d’un groupe G est la formule 
Card(G) = Card(Q), ou les Ci sont les classes de conjugaison distinctes de G. 
Cela resulte tout bonnement du fait que la conjugaison est une relation d’equi- 
valence sur G. Ecrire une procedure nominee listeclasses : =proc(G) donnant 
l’equation aux classes pour le groupe G sous la forme de la liste des cardinaux 
des classes de conjugaison de G, ranges par ordre croissant. Verifier la validite de 
l’equation aux classes pour £4 et le groupe D4 de la question precedente. 

3. Deux groupes ayant meme equation aux classes sont-ils isomorphes en tant que 
groupes abstraits? ( Indication : rechercher parmi les groupes de permutations 
abeliens.) 

Classes modulo un sous-groupe, sous-groupes distingues 

•s’ Quelques commandes Maple utiles : isnormal, evalb(E=F) (teste par 
exemple I’egalite de deux ensembles E et F). 

Dans ce paragraphe, G est un groupe et H est un sous-groupe de G. 

4. Soit x un element de G. Ecrire deux procedures classeg:=proc(x,H) et 
classed: =proc(x,H) renvoyant respectivement la classe a gauche xH et a droite 
Hx de x modulo H. 

5. La commande cosets renvoie une liste de representants des classes a gauche 
modulo un sous-groupe. Definir le groupe de Klein V4 des isometries du rectangle 
comme un sous-groupe de £4 (par restriction a l’ensemble des sommets) et donner 
la liste des classes a gauche modulo V4. Puis lister les classes a droite ( indication : 
le morphisme g 1— > g~ l induit une bijection ( G/H) g — > ( G/H)d ). Conclusion? 
Verifier avec une commande MAPLE appropriee. Est-ce etonnant, sachant que la 
conjugaison conserve le type? Pour finir, deduire de la liste precedente que le 
groupe quotient S4/V4 est isomorphe a S3 ( indication : considerer la restriction 
de l’application de passage au quotient S4 — > S4/V au sous-groupe S3, identifie 
aux permutations laissant fixe 1). 

Remarque. Noter que V4 est un sous-groupe distingue de A4. C’est une exception : 
on a demontre au TR.II.B que A n est simple pour n / 4 : il ne possede pas de 
sous-groupe distingue propre. 

6. On prend cette fois pour H le sous-groupe engendre par (12) et (34), qui 
est egalement isomorphe a V4, car engendre par deux elements d’ordre 2 qui 
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commutent. Est-il distingue dans S4 ? Lister les classes a gauche et a droite de S4 
modulo H . 

Remarque. On a demontre au TR.II.B que A4 et V4 sont les seuls sous-groupes 
distingues propres de S4. 

Ecrire ses propres procedures classesg:=proc(G,H) et classesd (i.e. n’utili- 
sant pas la commande cosets) renvoyant respectivement les ensembles de classes 
( G/H) g et ( G/H)d ( indication : on pourra se contenter de l’algorithme naif sui- 
vant : calculer des classes jusqu’a epuiser les elements du groupe). Tester sur les 
exemples precedents. En deduire que cosets calcule bien des representants des 
classes a gauche (et non a droite comme le stipule l’aide de MAPLE, du moins 
avec notre definition de classe a gauche). 

Systemes generateurs forts et algorithme de Schreier-Sims 

Soit G un groupe de permutations de degre n ; il agit done sur l’ensemble 
{ 1 , ,n}. On considere la tour de groupes 

G = G 0 D Gi D • • • D G n -\ = {Id} 

oil Gi designe le sous-groupe constitue des elements g de G qui laissent fixes 
(i.e. g(j ) = j ) les indices j ^ i. Une liste L = (S ±, . . . , S n —i), oil Si est un systeme 
de representants des classes (a gauche) Gi-i/Gi, est appele systeme generateur 
fort de G. 

8. Construire un systeme generateur fort pour les sous-groupes de degre 4 sui- 
vants : {Id}, < (1234) >, A4 et S4 (on utilisera la commande classesg). 

Soit Oi = {g(i),g G 1} (orbite de i sous Gi -±) ; choisissons, pour tout 
j G Oi, un element g l - de Gi - 1 tel que g* (i) = j. Demontrer au papier-crayon que 
Si = {g l j,j G Oi] represente les classes Gi-i/G{. II n’etait done pas necessaire de 
recourir a la commande classesg. 

Enfin, calculer le produit {{"Tj 1 \Si\ sur les exemples precedents ; que constate- 
t-on ? 

9 Demontrer la proposition suivante : 

Proposition 1 Soit L = (S ±, . . . , S n - 1) un systeme generateur fort de G. Tout 
element g de G s’ecrit de maniere unique comme un produit g = oq o • • • o cr n _i, 
ou (7 i G Si pour 1 ^ i ^ n — 1 . 

En deduire des procedures cardl :=proc(SGF) et elementsl : =proc(SGF) ren- 
voyant respectivement le cardinal et la liste des elements d’un groupe de permu- 
tations G donne par un systeme generateur fort SGF. Tester sur les exemples 
precedents et verifier avec les commandes natives de Maple. 
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1( Ecrire rapidement vine procedure image : =proc (g,n, i) calculant l’image de 
l’entier i par vine permutation g de degre n (donnee comme toujours par une liste 
de cycles a supports disjoints). On pourra utiliser la conversion en une permlist 
ou, au contraire, s’en passer, ce qui est preferable. 

L’algorithme suivant, qui permet de tester si une permutation g appartient 
au groupe G defini par un systeme generateur fort L = (Si,...,S n _ 1 ), resulte 
directement de la preuve de la proposition 1 : 

(a) On pose g' = g. 

(b) Pour i de 1 a n, on effectue les operations suivantes : on regarde si gf[i) 

appartient a Oi = E Si} ; si c’est le cas, on note cq l’unique element 

de Si tel que g'(i ) = <7j(i) et remplace g' par af 1 o g' E G* ; dans le cas 
contraire, g n’appartient pas a G et c’est termine. 

(c) Si tous les tests ont ete positifs, alors g appartient a G et il s’ecrit g = 

(7 O • • • O (J n _\. 

Ecrire vine procedure appart :=proc(g,SGF) realisant cet algorithme et tester sur 
les exemples habituels. 

11. Afin de completer le programme d’etude prevw, il reste a expliquer comment, a 
partir d’un systeme de generateurs, obtenir un systeme generateur fort de maniere 
efficace. 

Tout d’abord, modifier la procedure appart pour qu’elle renvoie le couple 
(i, g') obtenu en sortie de l’algorithme si g 0 G (autrement dit, g = a\o- ■ •of7j_io^ / 
avec cr j E Sj pour j < i et g' E Gj_i, mais il n’existe pas a % E S% tel que 
g'(i) = et (n, Id) si g E G. 

La strategie est la suivante : si SG = {gi, ■ ■ ■ , g r } engendre le groupe, on 
part du systeme generateur fort du groupe trivial {Id} et rajoute progressivement 
les gi. Il s’agit done de construire, a partir d’un systeme generateur fort L = 
(Si, . . . , S n _i) d’un growpe G, un systeme generateur fort L' = (S{, . . . , S( l _ 1 ) du 
groupe G' engendre par G U {g}. Pour cela : 

(a) On applique la procedure appart (modifiee) a g : si i = n, alors il n’y a rien 
a faire ; dans le cas contraire, on rajoute g' a Si puis on applique (a) avec 
g = g' o h, pour tout h E Sj, 1 ^ j ^ i. 

(b) Lorsqu’il n’y a plus rien a faire, on a obtenu un systeme generateur fort 
pour G' . 

Implementer cet algorithme (appele algorithme de Schreier-Sims) et tester sur les 
exemples habituels. On ecrira une procedure recursive sgf _plus : =proc(g, SGF) 
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correspondant a l’ajout de 1 ’element g , puis une procedure sgf :=proc(SG,n) ren- 
voyant le systeme generateur fort demande. 

Remarque. Le lecteur motive pourra consulter [16], paragraphe 6, pour une preuve 
(theoreme 6.8) ainsi qu’une discussion de la complexity de cet algorithme. 

Enfin, tester l’efficacite du calcul du cardinal et des elements, via celui d’un 
systeme generateur fort, en comparant les temps de calcul avec ceux des com- 
mandes grouporder et elements de MAPLE, ainsi qu’avec la procedure naive 
elements 1 du TP.I. Conclusion? Ces commandes MAPLE sont, en fait, basees 
sur des variantes de l’algorithme de Schreier-Sims. 
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PRESENTATION D’UN GROUPE 
PAR GENERATEURS ET RELATIONS 


Nous avons vu en (I.2.B) que, si S est une partie generatrice d’un groupe G, 
tout element x de G s’ecrit x = s\ . . . s k , avec Sj E S ou s^ 1 E S. Mais cette 
ecriture n’est pas unique (remarque 1.2.3). Dans ce chapitre, nous allons montrer 
que pour tout ensemble X , il existe un groupe L(X) dans lequel tout element 
s’ecrit de maniere unique en fonction des generateurs Xi E X. C’est le groupe 
libre de base X. Outre l’ecriture des elements, ce groupe est d’une grande 
importance, car on verra que tout groupe est isomorphe a un quotient d’un tel 
groupe. De plus, cela conduit a la notion de groupes presentes par generateurs et 
relations, qui sont des groupes dans lesquels les ecritures des elements en fonction 
des generateurs peuvent etre simplifiees a l’aide des relations entre ces generateurs. 

Ces groupes sont particulierement interessants pour les possibility qu’ils offrent, 
de calculs effectifs sur les elements et de definitions explicites de morphismes, dont 
on trouvera des illustrations dans le TP.IV.A a la fin du chapitre IV. 

III. 1 . Iroupes libres 


Definition BLl.l. 

a) Soient G un groupe et S une partie de G. Le groupe G est dit libre de 
base S si tout element x de G s’ecrit de maniere unique 


avec k,h,...,i k E N, m,...,n k G Z, sq,...,s ifc E S, tels que / s ij+1 . Si 
k = 0, on pose x = 1. 
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On dit alors que S est une famille generatrice libre de G. ou encore que 
S est une base de G. 

b) Un groupe G est dit libre s’il possede une base. 

c) Si le groupe G possede une base finie, il est dit libre de type Gni. 


Theoreme IH.1.1. Pour tout ensemble X, il existe un groupe libre L(X ) de base X. 

Posons X = {xi}i£i et considerons X~ 1 un ensemble equipotent a X, dont 
on notera les elements x ~ 1 ,i € I. 

Il est important de noter qu’il s’agit la seulement d’une notation, qui sera 
commode dans la suite. Les elements xj 1 ne sont pas les inverses des Xi puisque, 
pour l’instant, X et X~ 1 ne sont que des ensembles sans aucune structure alge- 
brique. On aurait pu noter cet ensemble equipotent a X par Y et ses elements 
par yi,i E I, mais, dans la suite, l’ecriture des elements en aurait ete compliquee. 


Definition HI. 1.2. 

a) On appelle mot en X U X~ l toute suite finie d’elements de X U X~ l 

X = Xf . -.xG, OU £j = ±1. 

t n 

b) Dans l’ecriture ci-dessus, l’entier n est la longueur du mot x, qu’on 
notera l(x). 

c ) Deux mots xG . . . x e - n et x 71 . . . x] k sont des mots egaux si n = k et 
Vp, 1 ^ p ^ n, i p = j p et e p = t p . 


Par convention, il n’existe qu’un seul mot de longueur 0, qu’on notera 1. C’est 
le mot qui correspond a la suite vide de X U X~ 1 . 


Exemple IH.1. . Si X = {x,y,z}, xyz , xyyzz 1 xx 1 x sont des mots en X UX 1 


On note M(X) l’ensemble des mots en X U X~ l et on definit sur A4(X) un 

produit (loi de composition interne) par juxtaposition des mots. Plus precise- 

ment, si x = xG . . . xG et y = x] 1 . . . x] k sont deux mots, alors 

’ U In V 3 1 3k ’ 


xy = x e d 


xGx 11 

Jl 


,1k 

jk 
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Par convention, on pose lx = xl = x. On remarquera que ce produit est 
associatif, que 1 est element neutre, mais que M(X) n’est pas un groupe car 
tout element autre que 1 ne peut avoir d’inverse. En effet, pour tout x et y dans 
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Xi(X), on a l(xy) = l(x) + l{y), done des que x ou y est different de 1, l(xy) > 0, 
et xy A 1. Pour pallier cet inconvenient, on va definir sur JZi(X) une relation 
d’equivalence 7 Z telle que A4(X)/7Z soit un groupe pour le produit induit par 
celui de A4(X). 

Definitions m.1.3. 

a) Deux mots x et y de M.(X) sont adjacents s’il existe t.\,t 2 G M(X) et 
a € X U X tels que 

x = t\t ,2 et y = fiaa -1 f 2 
ou 

x = t\aa~ 1 t 2 et y = t\t 2 , 

avec la convention (a -1 ) -1 = a pour tout a E X U X _1 . 

Notation . Si x et y sont deux mots adjacents, on ecrira x A y. 

b) La relation 7Z est definie sur JVf(X) par 

[x7 Zy\ , . . . ,t n E M(X) tels que x = t\, y = t n et tiAti + 1 , i = 1, , n— 1]. 

Lenune m.1.1. La relation 7Z est une relation d’equivalence. 

Demonstration. Pour tout x de Xi(X) on a x 1Z x, en prenant a = 1, la relation est 
done reflexive. La relation d’adjacence etant symetrique, on en deduit facilement 
qu’il en est de meme pour la relation 7 Z. Soient x LZ y et y 1Z z ; on a 

{x = t{)A . . . A(t n = y = t n+l )A . . . At n+P = z, 

d’ou x 7Z z et la relation 7 Z est transitive. 

Notation . Pour tout x de Ai(X), on notera [x] sa classe dans A4(X)/7Z. 

Lenune 1H.1.2. La relation LZ est compatible avec la loi interne de A4(X). 

Demonstration. Soient x, y, z dans JZi(X) ; remarquons que x A y implique que 
xz yz. En effet, si x = M 2 et y = t\aa l t 2 , alors xz = tifoz) 
et yz = t\aa~ 1 {t 2 z). Par consequent, si (x — t±) A ... A t n , alors 
(xz = tiz)A. . .A (t n z — yz), ce qui prouve que la relation LZ est compatible 
a droite avec la loi de Ai(X). Un raisonnement analogue montre la compatibilite 
a gauche. 

Lenune m.1.3. L’ensemble A4(X)/JZ est un groupe pour la loi induite par celle 
de M(X). 
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Demonstration. D’apres la remarque (II. 2.1), on sait que la loi interne de JCI(X)/1Z 
induite par celle de Ai(X) est associative et possede un element neutre. II suffit 
done de montrer que tout element [ x\ possede un inverse. Considerons d’abord le 
cas ou x S X U X _1 ; il est clair que xx~ 1 7Z 1, car en prenant t\ = t -2 = 1, on a 
xx^ 1 = t\xx~ 1 t 2 et 1 = t.\t 2 , d’ou xx~ l A 1. De la meme maniere, x~ l x 1Z 1. On 
en deduit done que 

Vx G M(X), [a ;] -1 = [a: -1 ]. 

La projection canonique ir : M(X) —> Xi(X)/lZ verifie 


ir(xy) = 


Done, pour tout x = X')) 



[xy\ = [x][y] = ir(x)Tr(y). 

Ei = ±1, \x\ est inversible et a pour inverse 


Demonstration du theoreme IV. 1.1. Nous allons demontrer que le groupe M(X)/1Z 
est le groupe L(X) cherche ; pour cela, nous allons construire un groupe Lx 
qui repond a la definition (III. 1.1) et montrer que ce groupe Lx est isomorphe 
a Ai(X)/TZ. Pour ce faire, nous allons montrer que chaque classe de M(X)/1Z 
possede un element privilegie, le groupe Lx sera forme a partir de ces elements. 


Defi ni tion III. 1 . . Un mot x de M.{X) est reduit si x = 1 ou x = ai . . .a n , 
avec ai € X U X -1 tels que ai + \ A a* -1 ’ i = 1, . . . , n — 1. 

Proposition in. 1.1. Chaque classe d’equivalence de Xi(X) pour la relation 7 Z 
contient un mot reduit et un seul. 


Demonstration. L’existence est evidente, car si x est non reduit, il existe un mot u 
tel que xAu et l(u) < l{x). Comme la fonction l est a valeurs positive ou nulle, 
en un nombre fini d’etapes on arrive a un mot reduit. 

Pour montrer l’unicite, on introduit la construction suivante : pour tout 
x = x\ . . . x n de Xi(X) on definit des elements Ui de la faqon suivante : 
u 0 = 1, 
ui = xi, 

U 2 = X\X 2 si X\ A x 2 1 
U 2 = 1 sinon, 
et de faqon generale, on pose 

itj+i = UiXi+i si le dernier terme de Ui est different de xA j , 

|_i = Ui - 1 sinon. 
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Par definition, chaque mot Ui est reduit et UilZ{x\ . . .Xi). De plus si x est 
reduit, alors x = u n . 

On appelle u n la forme reduite de x, qu’on note r{x). 

L’unicite du mot reduit dans chaque classe d’equivalence de A4(X) pour la 
relation 1Z decoule des deux lemmes suivants : 

Lemme HL1.4. Si deux mots sont adjacents leurs formes reduites sont egales. 

Demonstration. Soient x = x\ . . . XkXk+i ■ ■ ■ x n et y = x\ . . . Xkaa~ 1 Xk+i ■ ■ ■ x n 
deux mots adjacents. Alors les suites Ui et Vi respectivement associees sont telles 
que uq = vg, ■ ■ ■ ,Uk = Vk- Montrons que Uk = Vk+ 2 - 

- Si le dernier terme de u k est different de a -1 alors 

'U'k ^k -\- 1 ^fc+2 ^ k 

- Si le dernier terme de Uk est a -1 , on a Uk = ta~ l et, Uk etant reduit, le 
dernier terme de t est different de a, done 

Uk Vk, Vk+l ty Vk+2 to Uk- 

On en deduit que pour tout j ^ 0, rtfc+j = ^fc+ 2 +j e t v, n = v n+ 2 , d’ou r(x) = r(y). 
Lemme HL.1. . Deux mots equivalents et reduits sont egaux. 

Demonstration. Soient x et y deux mots reduits tels que xlZy. II existe ti,...,t n 
tels que x = t\, y = t n , tiAti + 1 , 1 ^ i ^ n — 1. En considerant la forme reduite 
de chaque t t et en appliquant le lemme (III. 1.4), on a 

x = r(ti) = ... = r(t n ) = y, 


d’ou le lemme. 

En notant Lx l’ensemble des mots reduits correspondants a chaque classe de 
M(X)/1Z et en considerant la loi interne definie sur Lx par (r(x),r(y)) i— > r(xy), 
on obtient un groupe dans lequel tout element x s’ecrit de maniere unique 


avec £N, ni,...,n k GZ, x i± , . . . , x ik G X, tels que x tj / x ij+1 . 

D’autre part, l’apphcation, qui a un element de M(X)/1Z associe l’unique 
mot reduit qu’il contient, induit un isomorphisme de groupes de M(X)/1Z sur 
Lx- Ceci acheve la demonstration du theoreme (III. 1.1). □ 
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Remarques HI. 1.1. 

a) Si X = {x}, alors L(X) est un monogene infini engendre par x, done L(X) 
est isomorphe a Z. 

b) Si card(X) > 1, alors L(X) est un groupe non abelien. 

En effet, soient x et y dans X tels que x f y. Alors xyx~ l y~ l est un mot 
reduit different de 1, car de longueur 4. Done xy est different de yx dans L(X). 

Theoieme HL1.2 (propriete universelle du groupe libre). Soient G un groupe, S 
une partie generatrice de G et i : S G I’inclusion canonique. Alors le groupe G 
est libre de base S si et seulement si, pour tout groupe G' et pour toute application 
g : S — > G' , il existe un unique morphisme de groupes f : G — ► G' tel que foi = a. 

Demonstration. Supposons que G = L(S) ; tout element x de L(S) s’ecrivant de 
maniere unique x = sf ■ • • sf k , on pose 

*1 •'k 

f{x) = a(si 1 ) m . . . a(si k ) nk , 

et /( 1) = 1 Qt. II est clair qu’on definit ainsi un morphisme de groupes 

/ : L(S) —> G 1 verifiant foi = a. De plus, si f est un autre morphisme de 
groupes verifiant foi = a, pour tout x de L(S) on a f{x) = fix), d’ou l’unicite. 

Reciproquement, considerons un couple (G,i) verifiant l’enonce ci-dessus. 
On applique alors cet enonce avec, pour couple (G',a), le couple ( L(S),j ), ou 
j : S L(S) est l’inclusion canonique. II existe un unique morphisme 
g : G — > L(S) tel que goi = j. D’autre part, on sait qu’il existe un morphisme de 
groupes / : L(S) — > G prolongeant l’identite de S. En notant et g\g les restric- 
tions de / et g a S, on deduit de ce qui precede que go f\ S = ids et / o g\ S = ids, 
d’ou / o g = idc et g o f = id L ^ S )- P ar consequent les groupes G et L(S) sont 
isomorphes et, puisque f(S) = S, G est libre de base S. □ 

Comllaiw ID. 1.1. Deux groupes libres de base un meme ensemble S sont iso- 
morphes par un unique isomorphisme prolongeant I’identite de S. 

Demonstration. Soient G et G' deux groupes libres de bases S. D’apres le theo- 
reme (III. 1.2), il existe un unique morphisme de groupes / : G — > G' tel que 
/|S = ids et un unique morphisme de groupes g : G 1 — > G tel que g\g = ids ■ On 
en deduit que / o g = idc 1 et g o f = idc- □ 

Remarque UI.1.2. On peut done parler du groupe libre engendre par S. 

Theoreme m.1.3. Deux ensembles X et Y sont equipotents si et seulement si les 
groupes libres L(X) et L(Y) sont isomorphes. 
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III. 1 . Groupes libres 


Demonstration. Supposons que X et Y soient deux ensembles equipotents. II existe 
done une application bijective tp : X — > Y ; le meme raisonnement que ci-dessus 
montre qu’il existe un isomorphisme L(X) — > L(Y) qui prolonge tp. 

La reciproque utilise la notion de groupe abelien libre et sera l’objet du 
TR.VI.A. □ 

Le theoreme III. 1.3 justifie la definition suivante : 

Definition m.l. . Si G est un groupe libre, le cardinal d’une partie generatrice 
libre de G est appele le rang de G. 


Remarque m. 1.3. D’apres la proposition III. 1.3, deux groupes libres sont iso- 
morphes si et seulement s’ils ont meme rang. 

Quelques proprietes des groupes libres seront etudiees au TR.III.C a la fin 
de ce chapitre. On trouvera au TR.IV.D un exemple de groupe libre de rang 2. 
Plus generalement, deux symboles distincts engendrent toujours un groupe libre 
de rang 2. 

Theoreme m.1.4. Tout groupe est isomorphe a un quotient d’un groupe libre. 

Demonstration. Soient G un groupe, S une partie generatrice de G et i : S c — » G 
l’injection canonique. D’apres le theoreme (III. 1.2), il existe un morphisme de 
groupes / : L(S) —> G tel que /|g = ids • On a done G = ( S } = ( f(S )) et / est 
surjective. On en deduit que G est isomorphe a L(S) / Ker(f). □ 

Le theoreme suivant est fondamental, mais sa demonstration tres technique 
depasse le cadre de ce livre. II sera done admis ; le lecteur desireux d’en voir 
une demonstration est invite a se reporter a un ouvrage specialise en theorie des 
groupes, par exemple [8]. 

Theoreme m.1.5. Tout sous- groupe d’un groupe libre est libre. □ 

Attention. Si G est un groupe libre (meme de rang fini) et si H est un sous- 
groupe de G, il n’existe aucune relation a priori entre le rang de G et celui de H , 
comme le prouve I’exercice ci-dessous. 

Exercice m.l. (^[). Soient G un groupe libre de rang 2 et {x, y} une base de G. 

a) On considere S = {y~ n xy n \n £ N}. Montrer que le sous-groupe de G 
engendre par S est libre de base S. 
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Chapitre III. Presentation d’un groupe par generateurs et relations 


b) En deduire que le groupe G contient un sous-groupe qui est libre de rang 
infini denombrable. Montrer que pour tout n € N, il existe un sous-groupe de G 
de rang n. 

III.2. Generateurs et relations 

Defi ni tion R 1.2. . Si S est une partie d’un groupe G. le sous-groupe normal 
de G engendre par S, qu’on notera (S'), est 1 ’intersection de tous les sous- 
groupes normaux de G contenant S. Si S = 0, on pose (S) = {1}, ou 1 est 
element neutre de G. 


En general, si G est un groupe engendre par une famille X = les 

generateurs Xi sont lies par des relations. 

Exemple RL2.1. Si G = (x) est cyclique d’ordre n, le generateur x verifie la relation 
x n = 1. 

Une relation liant les generateurs X{, i E I, peut s’ecrire sous la forme r = 1, 
ou r est un element du groupe libre L(X). 

Definition RI.2.2. Soit G un groupe engendre par un ensemble d’ele- 
ments X = ces elements verifiant un ensemble de relations 

R = { r'k = lc}kGh'- On dit que (X\R) est une presentation de G par gene- 
rateurs et relations si G est isomorphe au groupe L(X) /{II). ou ( R) est le 
sous-groupe normal du groupe libre L(X), engendre par les {rk}keK- 


Exemples Rf.2.2. 

a) Pour tout ensemble X, (X|0) est une presentation du groupe libre L(X). 

b) ( x\x n ) est une presentation du groupe cyclique d’ordre n. 

Exercice RL2. Soient X un ensemble et Y C X un sous-ensemble de X. Montrer 
que (X\Y) est une presentation du groupe libre de base {X} \ {U}. (La pro- 
priety universelle de groupe libre permet de construire un morphisme de groupes 
L(X \ Y) — > (X|y) et on montre que c’est un isomorphisme.) 
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Remarque IR.2. . Lorsqu’on donne une presentation d’un groupe G par genera- 
teurs et relations, G = (X\R), il est utile de supprimer des ensembles X et R les 
elements qui sont clairement redondants. 


III. 2. Generateurs et relations 


Proposition IH.2.1. Soient G = (X\R) et G' un groupe. Pour definir un morphisme 
de groupes f : G — > G' , il suffit de definir f(x) pour x E X et de verifier que, 
pour tout r de R, /(r) = 1 qi. 

Demonstration. La donnee des f{x) pour x E X induit, d’apres le theo- 
reme (III. 1.2), un morphisme (qu’on notera encore /) de L(X) dans G' . Si, 
pour r parcourant R, f(r) = \q' alors, d’apres le theoreme de passage au quo- 
tient (II. 6 . 2), / induit un morphisme de groupes L(X)/(R) —> G' . En compo- 
sant avec l’isomorphisme G — L(X)/(R), on obtient un morphisme de groupes 
G — > G' . □ 

Remarque m.2.2. Soit G un groupe presente par generateurs et relations, 
G = (X|i?), et soit / : G — > G' un morphisme de groupes. Montrer que le mor- 
phisme / est injectif (i.e. f(x) = (i?)) est equivalent a determiner toutes 

les relations existantes dans G, liant les generateurs. C’est en general tres difficile 
a faire directement et parfois impossible. Par consequent, si l’on souhaite montrer 
que / est un isomorphisme (ce qui est le cas lorsqu’on veut montrer que G est 
une presentation par generateurs et relations d’un groupe donne G r ), il faudra 
souvent, soit definir un morphisme reciproque, soit montrer, dans le cas ou les 
groupes sont finis, que / est surjectif et que G et G' ont meme ordre (c/. exercices 
et TR ci-dessous). 

Exercice HL3. Montrer que ({a, 6 }|a 4 , b 2 , abab ) est une presentation du groupe die- 
dral H 4 ( cf . 1 . 1 . 5. e). 

Attention. On prendra garde au fait qu’un groupe peut admettre plusieurs 
presentations par generateurs et relations. 

Exercice HL4. Montrer que ( x\x 6 } et ({a,b}\a 2 ,b 3 , aba~ 1 b~ 1 ), avec a / b, sont 
deux presentations du groupe cyclique d’ordre 6 . 
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THEMES DE REFLEXION 


X TR.III.A. Presentation du groupe quaternionique 

Le but de cet exercice est de montrer que ({a, 6}|a 4 , a 2 b~ 2 , b~ 1 aba) est une 
presentation du groupe quaternionique Ti ( cf . exercice II. 2 de la premiere partie). 

La methode proposee ici n’est pas la plus simple, mais a l’avantage d’utiliser 
l’interessant resultat suivant : 

Lemme. Soient G un groupe engendre par une partie S et H un sous-groupe 
normal de G. Le groupe G/H est engendre par les classes Hs, pour s parcourant S. 

1 Demontrer ce lemme. 

Notons G le groupe ({a, 6}|a 4 , a 2 b~ 2 , b~ 1 aba) et posons 



2. Montrer que a i— » A et b i— > B definit un morphisme (p : G — > Ti et qu’il est 
surjectif. 

On note H le sous-groupe de G engendre par a, H — (a). 

3 Montrer que H est un sous-groupe normal de G. 

4 Montrer que \G/H\ = 2. (Utiliser le lemme.) 

5 En deduire que |G| = 8 et que le groupe G est isomorphe a u groupe Ti. 


4b TR.III.B. Groupes de presentation finie 

Le theoreme (III. 1.4) montre que tout groupe admet une presentation par 
generateurs et relations. Cependant, si l’ensemble de generateurs est infini, l’etude 
du groupe n’est pas toujours facilitee par cette presentation. 


Algebre T1 


Beaucoup d’exemples de groupes que nous avons vus dans ce chapitre sont 
engendres par un nombre fini d’elements. Ce sont des groupes de type Gni. 

Un groupe presente par generateurs et relations, G = {X\R), est dit de pre- 
sentation Gnie si les ensembles X et R sont finis. 

Pour toute presentation finie d’un groupe G, G = (X\R), on introduit le 
nombre suivant, qui est lie a la presentation donnee, 

d(X,R) = card(X) — card(R). 

On remarquera que cet entier, qui appartient a Z, depend de la presentation 
donnee de G et on sait qu’elle n’est pas unique. Par exemple, pour les deux presen- 
tations du groupe cyclique d’ordre 6 donnees a l’exercice III. 3, on a d(X. R) = 0 
pour la premiere et d(X,R) = — 1 pour la seconde. Ce nombre d(X,R) devient 
optimal lorsqu’on a elimine de X et R tous les elements redondants. Neanmoins, 
bien que non intrinsequement lie au groupe G, il permet d’etudier certaines pro- 
priety des groupes de presentation finie. 

Soit G un groupe admettant une presentation finie G = (X|.R) telle que 
d(X, R) > 0. On note X = {xq, . . . , x p } et R = {rq, . . . , r q }, p > q. 

1 Eli posant <Hj l’exposant de Xi dans rj, montrer que le systeme de q equations 
a p inconnues 

p 

^2 a ijT% = O 

i = 1 

admet une solution non triviale {b ±, . . . , b p } a vec bj E Z , 1 ^ j ^ P- 

2. Montrer que l’application X — > Z, deGnie par x* i— > bi, induit, un morphisme 
de groupes f : G —> Z. 

3. Eli deduire que si {X\R) est une presentation Gnie d’un groupe G telle que 
d(X, R) > 0, alors le groupe G est iiiGni. 

4 TR.III.C. Quelques proprietes des groupes libres 

Soit V une propriety. On dit qu’un groupe G est residuellement-V si, pour 
tout element x ^ 1 de G, il existe un sous-groupe normal H x d e G, x ^ H x , tel 
que le groupe G/H x possede la propriety V. 

Soit G un groupe fibre de base X = {xaIasA- 

Considerons un element i^ld e G, ecrit sous la forme x = xX 1 . . . x\ n , avec 
e* = 1, n ^ 1, les Xi n’etant pas tous necessairement distincts. 

Pour tout A i G {Ai, . . . , A n }, on note <7 a. la transposition (i, i + 1), consideree 
comme element de S n +\. 
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Themes de reflexion 


1 Montrer que 1 ’application X S n + ± definie par x\ t i— o\. si A j £ { Ai , . . . , A n } 
et x\ i— » 1 si A ^ { Ai , . . . , A n } induit un morphisme de groupes ip : G — > S n . j_i. 

2. On pose H x = Ker(ip). Montrer que x ^ H x et que le groupe G/H x est fini. 

3 En deduire qu’un groupe libre est residuellement fini. 

4 Deduire de ce qui precede que si G est un groupe libre, 1 ’intersection de tous 
ses sous-groupes d’indice fini est reduite a 1’ element neutre. 

Un groupe libre etant infini, le sous-groupe reduit a l’element neutre ne peut 
etre d’indice fini. Comparer alors le resultat ci-dessus et la proposition (II. 1.3). 

5 Montrer que si un groupe G est residuellement-V , il est isomorphe a un sous- 
groupe d’un produit direct de groupes possedant, la propriety V. 

6 En deduire qu’un groupe libre est isomorphe a un sous-groupe d’un produit 
direct de groupes Unis. 


4b TR.III.D. ’roduit libre de groupes 

Soit (Gi) ie / une famille de groupes. Nous allons construire un nouveau groupe, 
note Uiei Gi, muni de morphismes naturels de groupes A* : Gj — > LW Gj. et 
montrer que ce groupe et ces morphismes constituent une solution du probleme 
universel de somme de groupes evoque a la remarque (1.3.4). 

Pour faciliter la comprehension de cette construction, nous allons d’abord 
etudier le cas ou card(I) = 2. 

Soient G et G' deux groupes. On pose X = G IJ G' et on appelle mot sur X 
toute suite finie g\ ... g n . on n G N et g t appartient a G ou a G' , pour tout i, 

1 ^ i ^ n. Le mot correspondant a la partie vide de X sera note 1 et on note 
M(X) l’ensemble des mots sur X. 

Deux mots g\ . . . g n et h\ . . . h p sont egaux si n = p et gi = hi pour tout i, 

1 ^ i ^ n. 

Deux mots 


9 1 • • • 9i—l9i9i+l ■ ■ ■ 9n e t 9 1 • • • 9i—l9i+l ■ ■ ■ 9n 

sont element air ement equivalents si g t est l’element neutre du groupe auquel 
il appartient, de meme que deux mots 


9l • • • 9i—l9i9i+l9i+2 ■ • • 9n e t 9l ■ ■ • 9i—l^i9i+2 ■ ■ ■ 9n 
tels que g. t et gi + \ sont dans le meme groupe et que 9 i 9 i+i = hi. 
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Algebre T1 


Deux mots a et b de Xi(X) sont equivalents s’il existe vine suite finie de mots 
u\, ... ,u n tels que a = u± et b = u n , avec tq elementairement equivalent a iq+i 
pour 1 ^ i ^ n — 1. 

1. Montrer que ceci definit une relation d ’equivalence 1Z sur A4(X). 

Soient a = g\ . . . g n et b = hi . . . h p deux mots. On definit leur produit par 

cib — g\ . . . g n h\ ■ ■ ■ hp 
et pour tout mot c on pose cl = lc = c. 

2. Montrer que la relation d ’equivalence 1Z definie sur A4(X) est compatible au 
produit. 

On note [a] la classe d’un mot a de A4(X) dans l’ensemble quotient A4(X)/7Z. 

3. Montrer que l’ensemble quotient Xi(X)/7Z muni du produit defini par 
[a] [6] = [ab\ est un groupe, dont V element neutre est [1]. 

On procede maintenant a une « reduction » des mots de la fagon suivante : 
dans un mot a = g± . . . g n , si des gi consecutifs sont dans le meme groupe G oil G' 
on les remplace par leur produit dans ce groupe et on supprime tous les termes 
egaux aux elements neutres de G et G' . On note r(a) le mot auquel on arrive ainsi 
et on l’appelle mot reduit. 

On note G\\G' l’ensemble des mots reduits. 

4. Montrer que chaque classe d’equivalence de mots de Ai(X) contient un et un 
seul mot reduit. 

5. Montrer que G\\G' muni du produit r(a)r(b) = r(ab ) est un groupe. 

On appelle ce groupe le produit libre des groupes G et G' . 

6. Montrer que dans G\\G' tout element a une ecriture unique g\g'\g292 ■ • • 9ndh 
avec, pour tout i, 1 ^ i ^ n, gi S G et g\ £ G' , chacun des termes de cette ecriture 
eta nt different, des elements neutres de G et G' . 

Cas general 

On pose X = Ujg/Gj et on suppose que l’ensemble I est ordonne afin d’eviter 
les doubles indices. On appelle mot sur X toute suite finie g± . . . g n , oii n £ N et gi 
appartient a un certain groupe Gj pour tout i, 1 ^ i ^ n. Le mot correspondant 
a la partie vide de X sera note 1 et on note M(X) l’ensemble des mots sur X. 

Deux mots g± . . . g n et h\ . . ,h p sont egaux si n = p et gi = hi pour tout i, 
1 ^ i ^ n. 

Deux mots 


9 1 • • • 9i—i9i9i+i ■ ■ ■ 9n st g\ . . . . . . g n 
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Themes de reflexion 


sont element air ement equivalents si g t est l’element neutre du groupe auquel 
il appartient, de meme que deux mots 


9i ■ ■ ■ 9i—i9iQi+i9i+2 ■ • • 9n e t g\ . . . gi—ihigi+2 ■ ■ ■ 9n 

tels que et gi + \ sont dans le meme groupe et que gtgi+i = hi. 

Deux mots a et b de M(X) sont equivalents s’il existe une suite finie de mots 
ui, ... ,u n tels que a = u± et b = u n , avec m elementairement equivalent a itj+i 
pour 1 ^ i ^ n — 1. 

Montrer que ceci definit une relation d’equivalence 7Z sur Ai(X). 

Soient a = g\ . . . g n et b = h\ . . .h p deux mots. On definit leur produit par 

ab — g\ . . . g n h\ . . . hp 

et, pour tout mot c, on pose cl = lc = c. 

8 Montrer que la relation d’equivalence 1Z definie sur A4(X) est compatible a u 
produit. 

On note [a] la classe d’un mot a de Ai(X) dans l’ensemble quotient A4(X) /7Z. 

9, Montrer que l’ensemble quotient A4(X) /7Z muni du produit defini par 
[a] [6] = [ab] est un groupe dont l’element neutre est [1]. 

Un mot a est dit reduit si a = 1 ou si a = g\ . . . g n est tel que Vi, 1 ^ i ^ n, 
gi n’est pas egal a l’element neutre du groupe auquel il appartient et gt et g, i+ i ne 
sont pas dans le meme groupe Gj, Vi, 1 ^ i ^ n — 1. 

Comme a la proposition III. 1.1, a tout mot a on associe sa forme reduite r(a). 

10, Montrer que chaque classe d’equivalence de mots de A4(X) contient. un et un 
seul mot reduit. 

On note Uiei Gi l’ensemble des mots reduits. 

11, Montrer que Gi muni du produit r(a)r(b) = r(ab) est un groupe. 

On appelle ce groupe le produit libre des groupes 

12, Montrer que dans LL 6 7 Gi tout element a a une ecriture unique a = g\ . . . g n , 
ou n £ N, deux elements consecut.ifs dans cette ecriture n’appartenant pas a u 
meme groupe Gj et aucun d’entre eux n’etant egal a l’element neutre du groupe 
auquel il appartient, et a = 1 si n = 0. 

13, Montrer que Vi £ 1 1’ application A* : Gi — - > U ;e L definie par \{gi) = r(gi) est 
un morpliisme (inject.if) de groupes. 

Nous allons maintenant montrer que (Uj g j Gi, A*) est solution du probleme 
universel de somme des groupes (G/)jg/. 
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Algebre T1 


14. Montrer que pour tout groupe G et toute famille de morphismes de groupes 
fi : Gi — » G, il existe un unique morphisme de groupes g ■ LU/ - G tel que 
go Xi = fi, i e I. 

On peut mettre en relation la construction ci-dessus et les groupes libres de 
la fagon suivante : 

15. Soit X = {xi}i£i un ensemble. Montrer que le groupe libre L(X) est iso- 
morphe a u produit. libre des groupes monogenes infinis (xi), i £ I. 
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IV 


GROUPES OPERANT SUR UN ENSEMBLE 


Le groupe H4 introduit a l’exemple (I. 1 . 2 .c) est le groupe des isometries du 
carre. Notons E l’ensemble des sommets du carre. Pour tout element / de D±, il 
est clair que l’image par / de tout element x de E est encore un element de E. 
Autrement dit, on a vine application X E — > E, definie par (f,x) 1— > f(x), qui 
est compatible avec la composition des applications et telle que, si / est l’identite, 
alors f(x) = x. Mais on peut egalement definir le groupe D4 abstraitement (par 
exemple, par sa table) ; son interpretation comme groupe des isometries du carre 
permet alors, d’apres ce qui precede, de considerer le groupe D 4 comme « operant » 
sur un ensemble E a quatre elements. L’objet de ce chapitre est de formaliser ce 
point de vue et de voir que cette situation permet d’obtenir des renseignements, 
aussi bien sur l’ensemble sur lequel le groupe opere, que sur le groupe lui-meme. 

IV. 1. Definitions Exemples 


Definition IV. 1 . . Soit G un groupe (note multiplicativement, d’element 
neutre 1 ) et soit E un ensemble non vide. Une operation a gauche de G 
sur E est la donnee d’une application 

G x E — > E, (g,x) 1 — > g.x 
satisfaisant aux deux conditions suivantes : 

(i) V(gi,5 2 ) eGxG, \/x e E, (gig 2 )-x = gi.{g 2 -x) 

(ii) Vx e E, 1 .x = x. 


CHAPITRE IV. GrOUPES OPERANT SUR UN ENSEMBLE 


Remarque IV. 1 . . On definit de fagon analogue une operation a droite de G sur E. 

Dans toute la suite, on ne considerera, sauf mention explicite, que des actions 
a gauche de G sur E et on ne precisera plus le cote. Au lieu de dire « soient G un 
groupe, E un ensemble non vide et une action de G sur E », on dira « soit G un 

groupe operant sur un ensemble E ». 

Pmposition IV.1.1. Soit G un groupe operant sur un ensemble E. 

(i) Pour tout g dans G, l’ application 

7 g ■ E — ► E, x i — > g.x 

est une permutation de E. 

(ii) Soit Se le groupe des permutations de E, V application 

7 ■ G — ► S E , g * — > i g 

est un morphisme de groupes. 

Demonstration, (i). II est clair que pour tout element x de E on a r ) g {g~ 1 .x) = x, 
7 g est done surjective. D’autre part, 

hg(x) = 7 <?(y)] => [g~ 1 -ifg(x)=g~ 1 .'yg(y)} =>• [x = y] 
et 7 g est injective. 

(ii). Pour tous elements g et h dans G et x dans E, on a 

irig ° lh){x) = g.(h.x) = ( gh).x = 'y gh {x), 

d’ou 7 g o 7/j = 7 gfe et 7 est un morphisme de groupes. □ 

Comllaim IV.1.1. La donnee d’une action d’un groupe G sur un ensemble E est 
equivalente a la donnee d’un morphisme de groupes de G dans Se- 

Demonstration. Compte tenu de la proposition (IV. 1 . 1 . (ii) ) , il suffit de prouver 
que la donnee d’un morphisme de groupes f : G — > Se definit une action de G 
sur E. Pour tout g 6 G et x 6 E, on pose g.x = f(g)(x). Alors, 
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V(9,h) £CxG,VxeE, g.(h.x) = f(g)(f(h)(x)) = 

( f(g ) 0 f(h)){x) = f(gh)(x ) = ( gh).x . 

De plus 1 .x = idE^x) = x, done g.x = f(g)(x) definit une action de G sur E. □ 


IV. 1. Definitions Exemples 


Exemples TV.1.1. 

a) Tout groupe G opere sur lui-meme par « translation » 

G x G — > G, {g, x) i — > g.x = gx. 

b) Tout groupe G opere sur lui-meme par conjugaison 

GxG — >G, (g,x) i — >g.x = gxg~ 1 . 

c) Tout groupe G opere sur V(G), ensemble des parties de G, par conjugaison 

GxV(G) — 7>(G), (3,5) —► g.S = gSg~\ ( 3 , 0 ) —► 0. 

d) Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Alors G opere sur l’ensemble ( G/H) g 
des classes a gauche modulo H, par 

G x ( G/H)g — * ( G/H)g , (g,xH) 1 — > g.(xH) = gxH. 

e) Soit E un ensemble non vide. Alors le groupe Se des permutations de E 
opere sur E par 


Se x E — * E, (a, x) 1 — * a.x = a(x). 

Definition IV. 1.2. Soit G un groupe operant sur un ensemble E. Le noyau de 
1 ’ action est le noyau de 1 ’homomorphisme de groupes 7 : G Se definissant 
Faction de G sur E. 


Ce noyau permet d’obtenir des renseignements sur le groupe G comme, par 
exemple, les resultats suivants : 

Exewice EV.l. 

1. Soient G un groupe et Ef un sous-groupe de G. Montrer que le noyau 
de Faction de G sur ( G/H) g definie dans F exemple (IV.l.l.d) est le sous-groupe 
P) TgG xHx^ 1 . Montrer que c’est le plus grand sous-groupe normal dans G contenu 
dans H . 

2. En deduire que si G est un groupe simple (c/. TR.II.B), pour tout sous- 
groupe Ef 7 ^ G de G, G est isomorphe a un sous-groupe de S^q-e]- 
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IV. 2. Stabilisateurs — Orbites 

II est clair que dans Taction de D 4 sur le carre, T element Ai laisse fixe les 
sommets de la premiere diagonale. On dit que Ai stabilise ces deux elements 
de E. 

Ptoposition - Definition IV.2.1. Soit G un groupe operant sur un ensemble E et soit 
x un element fixe de E. L’ensemble Stabc(x ) = {g E G : gx = x} est un sous- 
groupe de G, appele le stabilisateur de x. 


Demonstration. Soient g et h des elements de Stabo(x). On a g.x = x et h.x = x, 
d’ou 

(gh~ l ).x = (ghT 1 ).(h.x) = 3 .((/i _1 /i).x) = g.{ 1.x) = g.x = x, 
d’ou gh~ l appartient a Stab g (x), qui est done un sous-groupe de G. □ 

Definition V.2. . Soit G un groupe operant sur un ensemble E et soit x un 
element fixe de E. L’ensemble D. x = {g.x,g E G} est appele Vorbite de x sous 
Taction de G. 


Remarque W.2.1. Soit G un groupe operant sur un ensemble E. La relation 7 Z 
definie sur E par 

[x1ly\ <=^- [3 g E G, y = g.x \ 

est une relation d’ equivalence. L’orbite d’un element x de E sous Taction de 
G est une classe d’equivalence pour la relation 7 Z. Les orbites des elements de E 
sous Taction de G ferment done une partition de E. 

Exemples 1V.2. . Pour les exemples (IV. 1.1), on a respectivement : 

a) Stabc(x) = {1g} ; D. x = G (Vx E G). 

b) Stabc(x) = Zg(x) ; D. x = classe de conjugaison de x. 

c) Stabc(S) = Nq(S) ; fig = classe de conjugaison de S. 

d) Stabc{xH ) = xEfx~ l ; Q x h = G/H. 

e) Stabs E {x ) ~ S E _ {x} ; D x = E. 
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Exercice FV.2. Montrer que si H est un sous-groupe d’indice n de S n , il est iso- 
morphe au groupe S n ~ %. (On utilisera le TR.II.B et l’exercice II. 1.) 


IV. 2. Stabilisateurs - Orbites 


Proposition FV.2.2. Soient G un groupe operant sur un ensemble E et x un element 
de E. Alors, pour tout element y de Q x , les sous-groupes Stab G (x) et Stab G (y) 
sont conjugues. 

Demonstration. Soit y E Sl x \ il existe g E G tel que y = g.x. Nous allons montrer 
que G y = gG x g v . Pour tout h E G y , on a h.y = y, d’ou ( hg).x = g.x i.e. 
(g~ l hg).x = x, i.e. ( g~ l hg ) E G x , d’ou G y C gG x g _1 . L’inclusion dans l’autre 
sens est une verification immediate. □ 

Proposition FV.2.3. Soit G un groupe operant sur un ensemble E. Alors pour tout 
element x de E, on a 

card(£l x ) = [G : Stab G (x)\. 

Demonstration. Par definition, \G : Stab G (x)\ est le cardinal de l’ensemble 
G/Stab G (x). Nous allons construire une application de £l x sur G / Stab G (x) et 
montrer qu’elle est bijective. Tout element de VL X s’ecrit g.x , pour un certain 
g E G. Posons ip (g.x) = gStabc(x) et montrons que cela definit bien une ap- 
plication de Q x sur G/ Stabc(x) : si g.x = h.x, alors x = ( g~ l h).x et g~ 1 h 
appartient a Stabc(x), d’ou gStabc(x ) = hStabc(x ) et <p est bien definie. II est 
evident qu’elle est surjective. D’autre part, gStabc(x) = hStabc(x) equivaut a 
(, g~ l h ) E Stabc(x), i.e. (g( _1 /i).a; = x, d’ou g.x = h.x et ip est injective. □ 

Exercice IV.3. Montrer que le cardinal de la classe de conjugaison d’un element 
quelconque d’un groupe fini divise l’ordre de ce groupe. 

Comllaire IV.2. . Soit G un groupe operant sur un ensemble fini E et soit {xi}, 
1 ^ i ^ r, une famille de representants des orbites distinctes, alors : 

r 

Card(E) = [G : Stabc(xi)]. 

i= 1 

Demonstration. C’est une consequence immediate de la proposition (IV. 2. 3) et du 
fait que les £i x , x E E, ferment une partition de E. □ 

Comllaiw IV.2.2 (equation aux classes). Soit G un groupe fini operant sur lui-meme 
par conjugaison et soit {xj} ; 1 ^ i ^ r, une famille de representants des orbites 
distinctes, alors : 

r 

Card(G) = Y J [G:Z G ( Xi )\. 

%— 1 


85 


CHAPITRE IV. GrOUPES OPERANT SUR UN ENSEMBLE 


Demonstration. On a vu dans l’exemple (IV.2.1.b) que, dans ce cas, 
Stab G (xi ) = Z G (xi). □ 

Comllaiw IV.2.3. Soit G un groupe fini operant sur lui-meme par conjugaison et 
soit {xi}, 1 ^ i ^ k, une famille de representants des orbites distinctes non 
ponctuelles (i.e. non reduites a un element), alors : 

k 

Card(G) = Card{Z{G )) + [G : Z G { Xi )]. 

1=1 

Demonstration. Si le groupe G est abelien, toutes les orbites sont ponctuelles et 
Z{G) = G , on a done bien l’egalite. 

Si le groupe G est non abelien, l’orbite £l x d’un element x est ponctuelle, 
17 x = {x}, si et seulement si x appartient a Z(G). Pour les elements x de Z{G ), 
on a Stab G {x) = G, d’ou \G : Stab G {x )] = 1. Par consequent, dans l’equation aux 
classes, la somme des termes qui correspondent aux orbites ponctuelles est egale 
a card(Z (G)) . D’ou le resultat. □ 

Exewice TV. . Dans cet exercice, p est un nombre premier. 

1. Montrer que si G est un groupe d’ordre p n , n ^ 1, le centre Z(G) de G 
n’est pas reduit a l’element neutre. 

2. En deduire que : 

a) Tout groupe d’ordre p 2 est abelien. 

b) Un groupe G d’ordre p 2 est isomorphe a Z/p 2 Z ou a Z/pZ x Z/pZ. (On 
considerera un sous-groupe H d’ordre p de G et un sous-groupe K engendre par 
un element de G n’appar tenant pas a H.) 

c) Pour tout entier n ^ 1 et pour tout entier q, 0 ^ q ^ n, tout groupe 
non abelien d’ordre p n possede un sous-groupe normal d’ordre p q . (On fera un 
raisonnement par recurrence sur n et on appliquera l’hypothese de recurrence au 
groupe G/Z(G).) 

Le cas des groupes abeliens sera traite dans l’exercice (VI. 5. 3). 

3. Soit H un sous-groupe d’un groupe fini G tel que [G : H] = p soit le plus 
petit nombre premier divisant |G|. Montrer que H est un sous-groupe normal 
de G. (On utilisera l’equation aux classes associee a Faction de H sur ( G/H) g 
induite par Faction par translation a gauche de G sur (G/H) g .) 
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IV. 3. Produit semi-direct 

A Groupes operant sur un groupe 

Soient G et H deux groupes et 

G x H — > H, (g,x) i — > g.x 

une action de G sur l’ensemble H. On a vu que ceci est equivalent a la donnee 
d’un homomorphisme de groupes 

7 ■ G — > S H , 9 ' — 

avec 'Yg(x) = g.x. 

Supposons que Im{ 7 ) < Aut(H). Alors 

V(x,y) SH x H, VgeG, g.{xy ) = (g.x)(g.y). 

Reciproquement, si Faction de G sur H satisfait a cette condition supplement aire, 
alors pour tout g de G et pour tout (x,y) de H x H, on a 'Yg(xy) = 'y g (x)'y g (y). 
Autrement dit est un endomorphisme de H et, puisqu’il est bijectif, c’est un 
automorphisme. D’ou Im{ 7 ) < Aut(H). 

Definition V.3. . Une operation d’un groupe G sur un groupe H satisfaisant a 
la condition Im( 7 ) < Aut(H) est dite operation par automorphismes. 


Attention. Dans toute la suite, lorsqu’un groupe operera sur un autre groupe, 
on supposera que P operation est par automorphismes. 

Exemple IV.3. . L’action d’un groupe sur lui-meme par conjugaison est par auto- 
morphismes. Ce u’est pas le cas pour Paction par translation. 

Produit semi-direct de sous-groupes 

Definition .3.2. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On 
dira que G est le produit semi-direct de K par H si : 

(i) K est un sous-groupe normal de G 

(ii) G = KH 
(hi) K^H = {1}. 
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Remarque TV.3. . La condition (i) implique que le groupe G opere par conjugaison 
sur K. Par restriction, on a done une action par conjugaison de H sur K et 
Phomomorphisme 7 : H — > Sk ainsi determine verifie Im'y < Aut(K). De plus, 
dans G = KH, on a 

V(k,kf) E K x K, V(h,ti) £ H x H, khk'ti = kihk'h-^hti . 

Si on note l’action de H sur K par (h, k ) 1— > h k, on a 

khk'h' = k{ h k')hh ', 

d’ou une ecriture particuliere du produit dans G = KH. 

Remarque TV.3.2. Les conditions (ii) et (iii) de la definition (IV. 3 . 2 ) impliquent 
que le groupe G est en bijection ensembliste avec le produit K X H, mais la loi 
interne definie est tres differente de celle du produit direct de sous-groupes K X H, 
comme le montre P ecriture ci-dessus. 

Exemice TV. . On sait que D4 ~ ({a, 6}|a 4 , b 2 , abab) (exercice III. 4 ). En conside- 
rant les sous-groupes de D4, K = (a), H = ( b ), montrer que le groupe D4 est le 
produit semi-direct de K par H . 

Produit semi-direct de groupes 

On generalise l’ecriture du produit decrite ci-dessus. 

On considere deux groupes G et N et une action de G sur N definie par 
7 E Hom(G, Aut(N)). On notera cette action 

(g,x) i — > 9 x, geG,xeN. 

Pmposition - Definition IV.3.1. Avec les notations ci-dessus, V ensemble NxG muni 
de la loi de composition 

( x,g){y,h ) = (x 9 y,gh ) 

oil (x,y) E N x N et (g, h ) E G x G, est un groupe, en general non abelien, appele 

produit semi-direct de N par G relativement a 7 et note NxG. 

7 

Demonstration. Montrons que la loi ainsi definie est associative. Soient 
(x,g), (y, h), (z, k) trois elements de N x G. On a 

(( x,g)(y,h))(z,k ) = (x 9 y,gh)(z,k ) = (x 9 y gh z,ghk ) 
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et 

(■ x,g)((y,h)(z,k )) = (x,g)(y h z,hk ) = (x 9 (y h z),ghk) 

et, 1’ action de G sur N etant par automorphismes, ce dernier terme est egal a 
(x 9 y gh z,ghk), d’ou l’associativite. 

On verifie aisement que l’element neutre est (In, 1g) et que 

(z,s ) -1 = ( (ff_ 1 ) x _ 1 ,g _1 ). □ 


Proposition IV.3.2. 

(i) Avec les notations ci-dessus, les applications 


a: G — 

> NxG, 

7 

9 ^ (1 ,g) 

(3: N — 

> NxG, 

7 

x 1— > (x, 1 ) 

sont des morphismes injectifs de 

groupes. 



(ii) En posant K = Im(/3) et H = Im(a), le groupe N x G est le produit 

7 

semi-direct du sous-groupe K par le sous-groupe H . 

(iii) En identifiant N a K et G a H par les morphismes /3 et a, faction de 
g G G sur x G N s’identifie a (g,x) i— > gxg ~ 1 dans N x G. 


Demonstration, (i). Evident. 

(ii) . Montrons que K est un sous-groupe normal de N x G. Soient (x, 1) € K 

7 

et ( y,g ) € NxG, alors (y,g)(x,l)(y,g)^ 1 = (y 9 xy~ 1 ,l) G K. On en deduit 

7 

que KH est un sous-groupe de N x G et, comme (x,g) = (a:, l)(l,p), on a 

7 

KH = N x G. De plus, (x,g) G K 0 H si et seulement si x = 1 et g = 1, 

7 

i.e. K O H = (1, 1). 

(iii) . Les identifications par a et (3 reviennent a remplacer (1 ,g) par g, (x,l) 

par x et (1, 1) par 1 . Alors ( x,g ) s’ecrit xg et la multiplication dans NxG s’ecrit 

7 

xgyh = xgyg~ 1 gh = x 9 ygh, avec 9 y = gyg^ 1 . □ 

Remarque IV.3.3. Si 7 G Hom(G, Aut(N )) est tel que 7 (g) = idN pour tout g G G, 

alors NxG est le produit direct NxG. 

7 
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Exemple IV. 3 . 2 . On considere C4 et C'2 deux groupes cycliques d’ordre respectif 
4 et 2. On pose C4 = (a) avec a 4 = 1, C'2 = (b) avec b 2 = 1 et on considere 
7 : C'2 — i > AutiCi) le morphisme de groupes defini par 

7(1) = id Ci ^{b){x) = x~ l ,x E C 4 . 

Alors, d’apres l’exercice IV . 5 et la proposition (IV. 3 . 2 . (iii)) , le produit semi-direct 

C4 x C'2 est isomorphe au groupe diedral D4. 

7 

On peut se demander si deux elements distincts 7 et 6 de Hom(G, Aut(N)) 

peuvent donner deux produits semi-directs N x G et N x G isomorphes. L’exer- 

7 s 

cice ci-dessous donne une reponse partielle a cette question. 

Exencice FV.6. 

1 . Soient 7 E H om(G , Aut(N)) et ip E Aut(G). Montrer que 7 et 70 ip 
definissent deux produits semi-directs N x G et N x G isomorphes. 

'■y 'yoc p 

2. Soient 7 et S deux elements distincts de Hom(G, Aut(N)). Montrer que s’il 
existe un element ^ E Aut(N) tel que 

Mg E G, 7 {g) = ip o %) o - 0 -1 

les produits semi-directs N x G et N x G sont isomorphes. 

7 5 

IV. 4. Operations transitives, fideles 

Definition IV.4. . On dit qu’un groupe G opere transitivement sur un en- 
semble E si 

V(x,y) E E x E, 3 g E G, y = g.x. 

C’est equivalent a dire qu’il n’y a qu’une seule orbite. 


Exemples IV.4.1. 

a) Un groupe G opere transitivement sur lui-meme par translation. 

b) Un groupe G 7^ { 1 } u’opere pas transitivement sur lui-meme par 
conjugaison. 
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Proposition IV.4.1. 

(i) Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Alors G opere transitivement 
par translation a gauche sur I’ensemble ( G/H) g des classes a gauche modulo H . 

(ii) Si G opere transitivement sur un ensemble E, il existe un sous-groupe H de 
G et une bijection equivariante E ~ ( G/H) g (l.e. Faction de G sur E se transporte 
via cette bijection en Faction de G par translation a gauche sur ( G/H) g ). 


Demonstration, (i). Pour l’operation de G sur ( G/H) g par translation definie par 
(g,xH) i— > gxH , on a Qh = ( G/H) g . 

(ii). Si G opere transitivement sur E, on a E = Fl x , qui est equipotent a 
(G/ StabG(x)) g , et la bijection g.x i— > gStabc^x) verifie la propriety enoncee. □ 

Dans l’action de D 4 sur le carre, il est clair que le seul element de qui laisse 
invariant chaque sommet est l’identite. On formalise cette propriety de la fagon 
suivante : 

Definition IV.4.2. On dit qu’un groupe G opere fidelement sur un en- 
semble E si 


{g <E G, g.x = x, \/x G E) => {g = 1). 


C’est equivalent a dire que rhomomorphisme 7 : G — > S(E), associe a l’action 
de G sur E, est injectif. 

Exemples IV.4.2. 

a) L’action d’un groupe G sur lui-meme par translation est fidele. 

b) En general, l’action d’un groupe G 7 ^ {1} sur lui-meme par conjugaison 
n’est pas fidele, puisque le noyau de cette action est le centre Z(G) de G. 

IV. 5. Points fixes 


Definition IV. 5. . Soit G un groupe operant sur un ensemble E. Le sous- 
ensemble de E 

Eg = {x € E I g.x = x, Vg G G} 

est appele sous-ensemble des points fixes de E sous Paction de G. 
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Remarques IV.5.1. 

a) On a 


Eq = {x E E | Stabc(x) = G} = {x E E \ Q X = {x}}. 

b) Eg peut etre vide (par exemple dans le cas on G opere transitivement 
sur E). 

Exemples IV.5.1. 

a) Si nn groupe G opere par conjugaison sur lui-meme, l’ensemble des points 
fixes est le centre Z(G) de G. 

b) Si un groupe G 7 ^ {1} opere par translation sur lui-meme, l’ensemble des 
points fixes est vide. 

Proposition IV.5.1. Soientp un nombre premier , n un entier non nul et G un groupe 
fini d’ordre p n operant sur un ensemble fini E. Alors 

Card^Ec) = Card(E) ( mod p). 

Demonstration. Un element x appartient a Eg si et seulement si Q x = {a;}, done 
Card(EG ) est le nombre d’orbites ponctuelles. Soient une famille de re- 

present ants des orbites non ponctuelles. Alors 

Card(E) = Card^Ec ) + Card{Vt Xi ). 

iei 

Or, Card{Vt Xi ) = \G : StabG{xi)\ est different de 1 et divise p n , il est done de la 
forme p ai , avec cti ^ 1. Done ( Card(E ) — Card(EG )) est divisible par p. □ 
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X TR.IV.A. troupes diedraux D n 

Nous avons introduit au chapitre I le groupe des isometries du carre et 
avons indique dans l’exemple (IV. 3. 2) que ce groupe est un produit semi-direct 
du groupe cyclique Z/4Z par le groupe cyclique Z/2Z. Nous allons ici introduire 
le groupe diedral general D n comme groupe d’isometries du polygone regulier a 
n cotes et montrer que c’est un produit semi-direct du groupe cyclique Z/nZ par 
le groupe cyclique Z/2Z. 

Soient n £ N, n ^ 3, et P n le polygone plan regulier convexe a n sommets 
Aq, , A n _i inscrit dans le cercle unite, dont on notera O le centre. On note D n 
le groupe des isometries du plan qui laissent P n invariant. 

1 Verifier que la symetrie orthogonale s d’ axe OAq et la rotation r de centre O 
et d’ angle 2 tt jn appar tiennent a D n . 

2 Montrer que le cardinal de D n est 2 n. 

3 Montrer que srs = r~ l et en deduire que pour tout m £ N, on a sr m s = r~ m . 

4 En deduire que ({a, 6}[ a n ,6 2 ,a6a6) est une presentation par generateurs et 
relations du groupe D n . 

On pose G = (r) et H = ( s } et on considere Faction de H sur G donnee par 
le morphisme de groupes 7 : H — > Aut{G ) defini par 7 (s)(r m ) = r~ m . 

5 Montrer que D n ~ G X H. 

7 

Puisque G — Z/nZ et H ~ Z/2Z, on a le resultat annonce. 

Etude du groupe Aut(D n ) 

On pose H = { 7 £ Aut(D n )\ r y(a) = a} et K = {7 E Aut(D n )\'y(b) = b}, ou a 
et b sont les generateurs de D n dans la presentation donnee a la question 4. 


Algebre T1 


6 Montrer que H et K sont des sous-groupes de Aut(D n ). 

Montrer que \H\ = n et \K\ = ip(n), ou est la fonction d’Euler. 

8 Montrer que Aut(D n ) est le produit semi-direct du sous-groupe H par le sous- 
groupe K. 

4» TR.IV.B. Groupe des isometries du cube 

On considere un cube dans M 3 dont les sommets sont numerates de 1 a 8, ou 
[1,2, 3, 4] determine la face superieure, [5, 6, 7, 8] la face inferieure, ces deux faces 
etant reliees par les aretes [1,5], [2,6], [3,7], [4,8]. 

On note G le groupe des isometries directes de ce cube (dans M 3 ). Tout element 
r de G induit une permutation ay de l’ensemble des sommets, done un element 
de Sg. Comme r est entierement determine par o> (en d’autres termes, Taction 
de G sur l’ensemble des sommets du cube est fidele), on peut identifier r et ay, 
done decrire un element de G par la permutation de Sg correspondante. 

1 Demontrer que les elements 

_ fl 234567 8 \ A 234567 8 \ 

a — \2 3416785/ ' V2 6731584/ 

appartiennent a G. 

2 Soit, H = (a, (3) le sous-groupe de G engendre par a et (3. Determiner l’orbite 
de 1 sous V action de H. 

3 En deduire que G opere transitivement sur l’ensemble des sommets du cube. 

4 Determiner le stabilisateur de 1 sous Faction de G. En deduire l’ordre de G. 

On veut demontrer que G est isomorphe au groupe S'4. Une fagon de faire 
serait de caracteriser S'4 par des generateurs et des relations et verifier que G 
admet un systeme de generateurs de ce type. Une autre faqon, plus naturelle, est 
de trouver un ensemble de quatre elements sur lequel agit G. II est raisonnable 
de penser que cet ensemble est a trouver dans la geometrie du cube. 

5 Demontrer que l’ensemble {[1, 7], [2, 8], [3, 5], [4, 6]} des diagonales (non orien- 
tees, done [1, 7] = [7, 1] par exemple) du cube est permute par G. E 11 deduire que 
G est isomorphe a S4. 

TR.IV.C. Produits et extensions de groupes 

Soient G un groupe, N un sous-groupe normal de G et G/N le groupe quotient. 
On cherche a etudier la structure de G et ses proprietes a partir de celles de N 
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et G/N. Plus generalement, deux groupes N et H etant donnes, on cherche tous 
les groupes G tels que N soit isomorphe a un sous-groupe normal de G et H 
isomorphe au quotient par ce sous-groupe. 

Plus precisement, etant donnes trois groupes N, G, H et des morphismes de 

i p 

groupes N — > G et G — > H, on dit que 

N -Ug^ H 

est une suite exacte si Im(i) = Ker(p). Une suite de plusieurs morphismes est 
exacte si toutes les suites formees de deux morphismes consecutifs sont exactes. 

Avec ces notations, le probleme pose ci-dessus consiste a trouver tous les 
groupes G tels que la suite 

1 — > N -U G H — ► 1 

soit exacte, les groupes N et H etant fixes. En effet, l’exactitude de la suite 
1 — » N G est equivalente au fait que le morphisme i est injectif et done 
que N est isomorphe a un sous-groupe de G. De plus, l’exactitude de la suite 
N — G — H indique que i(N) = Ker(p), d’ou i(N) est un sous-groupe 
normal de G. L’exactitude de la suite G — » H — > 1 indique que le morphisme p 
est surjectif. On en deduit que le groupe H est isomorphe au groupe G/Ker(jp), 
qui est egal au groupe G/Im(i). 

Dans la situation ci-dessus, on dit que G est une extension de H par N. 

Les groupes N et H etant donnes, le probleme de determiner tous les groupes 
G qui sont extension de H par N est tres difficile et n’a pas de reponse en general. 
Nous allons ici interpreter, dans ce cadre, les notions de produit semi-direct et 
direct. 

Soient N et H deux groupes et un morphisme 7 : H — > Aut(N) definissant 

une operation par automorphismes de H sur N. On pose G = N x H . 

7 

1 Montrer que les morphismes canoniques 

i : N — »• ./V x H, n i-> (n, 1) 

7 

p : N x H — > H, (n, h) 1 — > h 

7 

sont tels que la suite 

1 — ► N -U N x H H — ♦ 1 
7 

est exacte. 
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2 Montrer que 1 ’application s : H — >■ N x H, dehnie par s(h) = (1 ,h), est un 

7 

morphisme de groupes verifiant p o s = idu- 

On dit que s est une section de p. La condition p o s = idu impliquant que s 
est un morphisme injectif, on remarquera que s(H) est isomorphe a H . 
Reciproquement, on considere une suite exacte 

1 — ► N -U G H — ♦ 1 

et on suppose qu’il existe une section s de p. 

3 En identifiant N a i(N) et H a s(H), montrer que G est isomorphe a u produit 

semi-direct N x H, ou 7 definit Faction de s(H) sur i(N) par conjugaison. 

7 

Conclusion. Ce qui precede montre que, deux groupes N et H etant donnes, 
un groupe G est isomorphe a un produit semi-direct de N par H si et seulement 
s’il existe une suite exacte 

1 — ► N -U G H — *1 

tel que le morphisme p admette une section. 

D’apres la remarque (IV. 3. 3), un groupe G est produit direct N x H de deux 

groupes N et H si et seulement si c’est le produit semi-direct N x H : ou 7 est 

7 

l’identite. 

4 Soient N et H deux groupes. Montrer qu’un groupe G est isomorphe a u produit 
direct N x H si et seulement s’il existe une suite exacte 

1 — ► N -U G H — ► 1 

telle que le morphisme p admette une section s verifiant s(H) C Zq{i{N)). 

5 Appliquer ce qui precede pour montrer que : 

a) Le groupe S n est un produit semi-direct de A n par Z/2Z. (Considerer la 
signature.) 

b) Le groupe quaternionique hi ne peut etre obtenu comme produit semi-direct 
de deux de ses sous-groupes. 

A TR.IV.D. Groupes libres de rang 2 

L’objectif de ce TR est de donner des exemples de groupes libres de rang 2. 
Cette etude est basee sur le resultat suivant : 
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Lemme du ping-pong 

Soit un groupe G operant sur un ensemble E. On suppose que E\ et E2 sont 
des sous- ensembles de E, E2 E\, et que G\ et G2 sont des sous-groupes de 
G tels que G 1 ait au moins trois elements et que les proprietes suivantes soient 
satis faites : 

Vg e Gi\ {1g}: g{E 2 ) C El et Vh e G 2 \{l G },h{E 1 ) c E 2 . 


Alors le sous-groupe de G engendre par G\ et G2 est isomorphe au produit libre 
de G\ et G2. 

1 Soit g = g\h\ . . . g r un mot, a vec, pour tous i, gi G G\ \ { 1 g } et hi G G2 \ { 1 g }- 
Montrer que ce mot ne peut etre trivial. (Faire operer ce mot sur £2-) 

2 Soit ho G G2 \ {1g} et supposons que hog = 1. Montrer que l’operation de g sur 
E2 induit. une application bijective de E2 sur E\. En deduire alors que £2 C £1. 

3 En deduire que tous les mots reduits construits a partir de G 1 et G2 sont non 
triviaux et en deduire le lemme. 


On considere maintenant le groupe SL2 (M) forme des matrices ( 2 , 2 ) inver- 
sibles a coefficients dans M, de determinant +1 ( groupe special liner air e) . Pour 

G SL 2(M) et tout element x G £ = M U {00}, on 

considere l’homographie 

ax + b 

h M ■ — 

cx + a 

avec Hm{— f) = 00 et /im(oo) = si c / 0 . 

4 Montrer que Km, pour M G 5X2 (M), definit une action de SL2 (M) sur E. 

On considere les matrices 


toute matrice M = 


a b 
c d 


A = 




et on pose £1 = ] — 1, 1[ et £2 le complement aire de [—1, 1] dans £. 

5 Montrer que pour tout ent.ier n / 0, £|(£i) E £2 et ^(£ 2 ) C £r. 

6 E11 deduire que tout mot reduit w construit a partir de A et B, commenqant par 
une puissance de B et se terminant par une puissance de A, est tel que h w 7^ id 
et done que w / 1. 

7 Montrer qu’il en est de meme pour tout mot reduit construit a partir de A 
et B. 
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8 . En deduire que le sous-groupe de SL 2 (R ) engendre par A et B est libre de 
rang 2. 

9 Plus generalement, montrer que deux symboles abstraits distincts engendrent 
un groupe libre de rang 2. 
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TP.IV.A. Generateurs et relations, autour de l’algorithme 

de Todd-Coxeter 

Les groupes definis par generateurs et relations constituent, avec les groupes 
de permutations, les deux principaux types de groupes pour lesquels Maple offre 
des commandes avancees dediees a leur manipulation. 

Si les groupes de permutations sont definis par des generateurs, les relations 
sont entierement regies par la multiplication des cycles ; de plus, l’unicite de la 
decomposition en cycles definit un element de fagon univoque. Dans le cas des 
groupes presentes par generateurs et relations, se posent des problemes de « com- 
binatoire des mots » : a supposer que le groupe soit fini, comment savoir si l’on a 
ecrit tous les mots (et etre sur que ces mots correspondent a des elements distincts 
modulo les relations) ? 

Un des principaux algor ithmes est du a Todd et Coxeter : il per met, disposant 
d’une presentation de G et d’un sous-groupe H d’indice fini n (defini par des 
generateurs exprimes comme des mots en les generateurs de G), de donner un 
systeme de representants des classes modulo H. 

Dans le cas ou G est un groupe fini, en prenant H = {Id}, on obtient en 
particular les elements de G. 

De plus, l’algorithme nous fournit un morphisme p : G — > Aut (G/H) ~ S n 
qui traduit l’action de G par translation sur les classes G/H . C’est d’ailleurs cette 
action qui est a la base de l’algorithme, d’ou le choix de differer ce TP en fin de 
chapitre IV. On obtient ainsi, si p est injectif, une realisation de G comme un 
groupe de permutations. 

Les objectifs de ce TP sont multiples : d’une part, on apprend a manipuler 
les groupes definis par generateurs et relations (calcul du cardinal, du moins si ce 
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dernier est fini, etc.) et fournit des presentations de quelques groupes usuels inte- 
ressants (par exemple le groupe des isometries directes du carre et celui du tetra- 
edre, isomorphes a S 4 et A 4 respectivement). On utilise Maple pour verifier que 
l’on a bien obtenu toutes les relations, point difficile qu’il est fastidieux de realiser 
a la main. D’autre part, c’est l’occasion, via l’algorithme de Todd-Coxeter, d’etu- 
dier l’operation de G sur G/H par translation. Apparaissent egalement, parmi les 
exemples choisis, plusieurs produits semi-directs. 

US' Ne pas oublier de charger la librairie MAPLE dediee a la manipulation des 
groupes : with(group) ;. 

Familiarisation avec les commandes Maple : premiers exemples 

1. La definition d’un groupe par generateurs et relations se fait avec la com- 
mande grelgroup. Ecrire deux fonctions Cyclique et Diedral definissant, 
par une presentation et en fonction de n, le groupe cyclique C n — Z/nZ et le 
groupe diedral D n des isometries du polygone regulier a n cotes ( indication : on 
rappelle que ce second groupe est engendre par la rotation d’angle ^ et une sy- 
metrie axiale ; autrement dit, D n = ({a,b}\a n ,b 2 ,abab). On renvoie au besoin 
a TR.IV.A pour plus de details). Verifier, avec la commande grouporder, que 
l’on obtient bien le nombre d’elements escompte. Definir egalement le groupe 
libre Z ~ Z a 1 element et lui appliquer la commande grouporder. 

2. Soit G un groupe engendre par un ensemble d’elements X = {a,}i 6 / verifiant 
un ensemble de relations R = {r*, = IgI/cgA- Pour demontrer que (V|i?) est 
une presentation de G, i.e. que G est isomorphe au quotient G' = L(X)/(R), 
on montre en pratique que Card(G / ) = Card(G) (en fait l’inegalite ^ suffit) : 
on a une application G' — > G en vertu de la propriety universelle et du theoreme 
de factorisation (c/. chapitre III, proposition III. 2.1), qui est surjective puisque 
X engendre G. La difficult^ consiste a montrer l’injectivite, autrement dit, que 
ce sont bien la toutes les relations. On peut utiliser MAPLE pour cela. 

Demontrer, en utilisant cette strategie, que ^4 ~ ({a, 6}|a 4 , b 2 , ( ab ) 3 ) et donner 
egalement une presentation de A 4 . Pour finir, remarquer que l’algorithme de 
MAPLE est tellement gourmand en terme d’espace disque utilise qu’il est dif- 
ficile de statuer avec l’ordinateur si A 5 ~ ({a, 6}|a 3 , (a6) 5 ) ou non (suggere 
par le choix des generateurs a = (123) et b = (345) de A$). 

3. Si G = (X\R), on definit un sous-groupe H de G par l’ensemble de ses gene- 

rateurs, exprimes comme des mots en les elements de X. On utilise pour cela 

la commande subgrel. 
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Tester cette commande avec G = -D5 et les sous-groupes K = (a) et L = (b). 
Sont-ils distingues dans D §7 Verifier avec la commande isnormal. Calculer 
leurs ordres (noter que pour appliquer la commande grouporder a un sous- 
groupe, il faut d’abord en calculer vine presentation via la commande pres). 

Sachant que l’ordre de x E X est egal a l’ordre du sous-groupe qu’il engendre, 
ecrire une procedure ordre:=proc(x,G) renvoyant l’ordre d’un mot x en les 
generateurs du groupe G. Tester en calculant les ordres des elements de Cio- 
Conclusion ? 

II semble que la commande pres de MAPLE soit buguee (a moins que le pro- 
bleme n’ait ete corrige depuis...) : pres (subgrel ({x= [a, a] } ,Cyclique(10) ) 
do nne un resultat aberrant. On evitera, autant que possible, d’utiliser par la 
suite cette commande (dont on ne connait d’ailleurs pas les algorithmes sous- 
jacents, a la difference de grouporder, batie sur l’algorithme de Todd-Coxeter 
que nous detaillerons plus loin). 

4 La commande cosets renvoit une liste de representants des classes modulo 
un sous-groupe defini avec une commande subgrel (qui fait done reference au 
groupe dont il est issu). Tester avec L C : s’agit-il des classes a droite 011 
a gauche? Tester egalement avec (a) C S4. C’est a priori un choix arbitraire 
historique dans la litterature sur le sujet. 

Comment obtenir les elements de G en utilisant la commande cosets ? Ecrire 
une fonction elements 1 renvoyant, en fonction du groupe G (defini comme 
toujours par une commande grelgroup), la liste de ses elements. Tester sur 
les exemples precedents (C10, D$, S4). 


L’algorithme de Todd-Coxeter 

On se donne un groupe G defini par un ensemble X = {g\ , . . . , g m } de gene- 
rateurs verifiant un ensemble R = {rj = de relations. D’autre part, soit 

H un sous-groupe de G engendre par Y = {h \, . . . , h s }. Les rg et hj sont exprimes 
comme des mots en les elements de X U V -1 . 

L’algorithme de Todd et Coxeter permet d’enumerer les differentes classes a 
droite, i.e. les elements de ( G/ H)d , en faisant agir G sur ( G/H)d par translation 
a doite : Hx ■ g = H(xg). Au final, on obtient l’indice n de H dans G, des 
elements gi G G tels que (G/H)d = {Hgi , . . . , Hg n } (i.e. des representants des 
classes) et la description explicite du morphisme p : G — > S((G/H)d) = S n (apres 
numerotation des classes), e’est-a-dire l’expression des p(gi) en tant qu’elements 
de S n . 
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L ’enumeration de Todd-Coxeter est basee snr les trois observations suivantes, 
ou les classes sont affectees de numeros en commengant par 1 = H : 

TC-1 : 1 ■ h = 1 pour tout h G H ; 

TC-2 : i ■ r = i pour toute classe i et tout « relateur » r G R ; 

TC-3 : i • g = j ^ j ■ g 1 = i pour toutes classes i, j et tout g E G. 

On definit trois types de tables ; pour faciliter la comprehension, nous pren- 
drons l’exemple suivant : G = ({a, 6}|a , 6 3 , abab) et H = (a)- 

Les tables du sous-groupe : A chaque h = g^ 1 ... g^ 1 G Y, on associe une 
table a une ligne et l + 1 colonnes (l est la longueur du mot). On mettra en 
position j le numero de classe de 1 • gf^ . . . g % 1 = (1 • gf^ 1 . . . gf 1 ^ • gf 1 . Sur 
notre exemple, la table est done initialisee (compte-tenu de TC-1) avec : 

a 

1 | 1 

C’est un cas particular ou la table du sous-groupe est deja complete. 

Les tables des relateurs : Sur le meme principe, a chaque r = gf^ . . . g^ 1 G R, 
on associe une table a l + 1 colonnes et un nombre de lignes indetermine 
pour l’instant. On peut meme presenter ces tables en les mettant bout a 
bout. Sur notre exemple, en tenant compte de TC-2 pour l’initialisation, 
on trouve : 

a a a a b b b abab 

T] [T] \Y] [T 

On passe done du numero en position (i, j) a celui en position (i, j + 1) en 
faisant agir l’element de X U X figurant en premiere ligne entre les deux 
colonnes j et j + 1. Les barres verticales mater ialisent le debut et la fin de 
chaque table. 

- La table de l’ action sur les classes : On met en colonne les elements de X 
et en ligne les numeros des classes. En position ( i,g ) se trouve le numero de 
classe de i ■ g. Pour notre exemple : 



a 

b 

1 
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On construit ces tables progressivement : des que l’on obtient vine nouvelle 
classe, done un nouveau numero, en posant i ■ g = j par exemple, on rajoute une 
ligne aux tables des relateurs et a celle de l’action sur les classes, et on reporte ce 
numero partout ou apparait i ■ g = j. On utilise aussi TC-3 pour completer ou 
l’on peut. 

Traitons notre exemple : 

- Compte tenu de TC-1, la table des relateurs s’ecrit : 

a a a a b b b a b a b 

1 | 1 I 1 | 1 | | 1 | 1 [T 

- On pose ensuite 2 = 1 • b ; les tables deviennent : 


aaaabbbabab 


1 

1 1 1 

1 

2 

1 

1 2 

1 

2 


2 

1 

2 

1 1 

2 



a 

6 

1 

i 

2 

2 




- On continue et on pose 3 = 2-6: 


aaaabbbabab 


1 

1 1 1 

1 

2 3 

1 

1 2 

1 

2 


2 

1 

2 

1 1 

2 

3 


CO 

1 2 

CO 

2 

CO 



a 

6 

1 

1 

2 

2 


3 

3 




Au cours de ce processus de remplissage, on peut decouvrir dans les tables du 
sous-groupe ou des relateurs une nouvelle egalite i' ■ (/ = j' entre deux numeros 
deja existants ; on remplace alors partout ou l’on peut. 

Dans notre exemple, on trouve 3 • 6 = 1. Les tables deviennent : 


aaaabbbabab 


1 

1 1 1 

1 

2 3 

1 

1 2 

1 

2 


2 

3 1 

2 

1 1 

2 

3 


CO 

1 2 

CO 

2 

CO 
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a 

b 

1 

1 

2 

2 


3 

3 


1 


On continue et on pose 2 • a = 4 : 


aaaabbbabab 


1 

1 1 1 

1 

2 3 

1 

1 2 4 

1 

2 

4 

2 

3 1 

2 

4 1 1 

2 

CO 


CO 

1 2 

CO 

2 

CO 

4 

2 

4 


4 


4 



a 

b 

1 

1 

2 

2 

4 

3 

3 


1 

4 




Arrive a ce stade apparait un nouveau phenomene : dans notre exemple, on 
deduit 4-6=1. Or 3 • b = 1 se lit dans la table de Faction sur les classes. Par 
consequent 4 = 3. On supprime done la derniere ligne des tables des relateurs et 
de la table de Faction, et on remplace partout 4 par 3. 

- On obtient : 


aaaabbbabab 


1 

1 1 1 

1 

2 3 

1 

1 2 3 

1 

2 

CO 

2 

3 1 

2 

3 1 1 

2 

CO 


3 

1 2 

CO 

2 

CO 



a 

6 

1 

1 

2 

2 

3 

3 

3 


1 


On continue et on pose 3 • a = 4, puis 4 • a = 5 : 


aaaabbbabab 


1 

1 

1 

1 

1 

2 

3 

1 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

4 

5 

2 

3 

1 

2 

3 

1 

1 

2 

CO 

4 

5 

2 

3 

1 

2 

3 

4 

5 

2 

3 

4 

5 

2 

3 

4 

5 


4 

5 



4 

5 

2 

3 

4 

5 


4 

5 

2 

3 

4 

5 
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a 

6 

1 

1 

2 

2 

3 

3 

3 

4 

1 

4 

5 

5 

5 

2 



- On pose 5-6 = 6: 


aaaabbbabab 


1 

1 

1 

1 

1 

2 

CO 

1 

1 

2 

CO 

1 

2 

3 

4 

5 

2 

3 

1 

2 

3 

1 

1 

2 

3 

4 

5 

2 

3 

1 

2 

3 

4 

5 

2 

3 

4 

5 

2 

3 

4 

5 

6 

4 

5 

6 

6 

4 

5 

2 

3 

4 

5 

6 

4 

5 

2 

3 

4 

5 

6 

6 

6 

6 

6 

4 

5 

6 

6 

4 

5 

6 



a 

6 

1 

i 

2 

2 

3 

3 

3 

4 

1 

4 

5 

5 

5 

2 

6 

6 

6 

4 


L’algorithme est termine. Comme on le voit, il y a vine certaine flexibility 
dans l’ordre 011 Ton fait les deductions successives. En general, cet algorithme se 
termine lorsque 1 ’indice de H dans G est fini (voir [16], chapitre 8, Theoreme 3.4 
pour un enonce precis). 

Expliquons pourquoi, lorsque cet algorithme se termine, il donne bien le re- 
sultat escompte. Notant I = {1,... ,n} l’ensemble des numeros obtenus, on va 
justifier que la table de l’action sur les classes definit bien vine action de G sur I. 
Puis, on va mettre en bijection I et ( G/H)d , de sorte que les actions de G sur les 
deux ensembles se correspondent (on parle de bijection G-equivariante) . On suit 
le raisonnement de [2], chapitre 6, Theoreme 9.10 : 


Par construction, les colonnes de la table de l’action sur les classes corres- 
pondent bien a des bijections de I. En vertu de TC-2, on obtient done un 
morphisme p : G — » S (I) = S n (par propriety universelle et passage au 
quotient). En d’autre termes, G agit sur I. 
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L’application G I definie par g i— > 1 -g, qui est surjective par construction 
d el (Gy agit transitivement), factorise en vertu de TC-1 en une application 
0 : (G/H) d I. 

- On construit d’autre part, par recurrence, une application 0 : I — ► (G/H) d . 
On part de 0(1) = H ; au cours du processus de remplissage, lorsque l’on 
rajoute j = i ■ g, on pose <f>(j) = cf>(i) ■ g. Si par contre on tombe sur une 
egalite j = i, alors 0(j) = 0(z) egalement, puisque la premiere egalite resulte 
des proprietes TC-i qui sont verifiees par les elements de (G/H) d . 

L’application 0 o 0 : ( G/H) d —> (G/H) d est G-equivariante et verifie 
0 o if>(H) = H. II s’agit done de l’identite : 0o ij>(H ■ g) = 0o 0(Lf) • g = H ■ g. 
On en deduit que 0 est egalement injective : e’est done une bijection. 

- En definitive, on peut identifier les indices et les classes et le morphisme p : 
G — > S(I) = S n decrit bien l’action de G sur (G/H) d (apres identification). 


Confronter sur l’exemple precedent les resultats des calculs a la main avec 
ceux de MAPLE. On calculera les classes a droite ( G/H) d avec la com- 
mande cosets et le morphisme p : G —> S((G / H) d ) = S n via la commande 

permrep(H) . 

En utilisant l’ordre des permutations correspondant aux generateurs a et b, 
demontrer que ces derniers sont respectivement d’ordres 4 et 3 (a priori, les 
relations a 4 = b 3 = 1 ne permettent que de majorer ces ordres). En deduire 
le cardinal de G. 

Enfin, demontrer que G constitue une presentation du groupe O des isome- 
tries directes du cube ( indication : on pourra utiliser les resutats demontres 
dans le TR.IV.B). 

6. Soit T le groupe des isometries directes du tetraedre. Justifier que T per- 
mute transitivement les quatre sommets, que cette action est fidele et que 
le stabilisateur d’un sommet est une rotation d’angle En deduire que T 
est de cardinal 12 et isomorphe a A 4 . Quel est l’ordre du produit ab de deux 
telles rotations (d’angle ^ et d’axes distincts) ? 

Cela amene a definir G = ({a, b} \ a 3 , 6 3 , abab), groupe dont on desire 
connaitre le cardinal. Effectuer a la main l’algorithme de Todd-Coxeter en 
prenant H = (a) (noter que ce choix est plus judicieux que H = {Id} pour 
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l’objectif en question) ; on trouve la table suivante : 


aaabbbabab 


1 

1 

1 

1 

2 

3 

1 

1 

2 

CO 

1 

2 

CO 

4 

2 

3 

1 

2 

3 

1 

1 

2 

3 

4 

2 

3 

1 

2 

3 

4 

4 

2 

CO 

4 

2 

CO 

4 

4 

4 

4 

2 

3 

4 

4 


Verifier avec MAPLE, puis conclure qu’il s’agit bien d’une presentation du 
groupe T. 

On modifie maintenant legerement les relations : on considere G\ = 
({a, 6} | a 3 , 6 3 , aba?b). Prenant toujours H\ = (a), effectuer de nouveau l’al- 
gorithme a la main et avec MAPLE. Demontrer enfin que G\ — TL^TL : 
l’ordre du groupe est bien moindre. 


Encore des exemples 

Soit G = ({a, 6}|a 2 , b 2 , abab~ 1 a~ 1 b~ l ). Calculer son ordre avec la commande 
grouporder, puis l’ordre de H = (a) e t K = (b) via la commande cosets. 

Enfin, a l’aide de la commande permrep appliquee au sous-groupe H, re- 
tro uver les ordres de a et b, et demontrer que G est isomorphe a S3. 

8. Soient G = ({a, 6, c}|a 2 , 6 3 , c 5 , abc) et H le sous-groupe de G engendre par 
a et c6c _1 . A l’aide du morphisme G — > ( G/H et des commandes Maple, 
montrer que G est isomorphe a A 5 . Autrement dit, nous avons obtenu une 
presentation de A$. 

En utilisant le sous-groupe K = (a), realiser egalement G comme un sous- 
groupe de A30. 

9. Soit G = ({a, b}\a 7 , 6 3 , bab~ l a~ 2 ). Demontrer que G est le produit semi- 
direct de H = (a) par K = (b) (consulter si necessaire le chapitre IV, 
paragraphes 3.B et 3.C pour des rappels sur la notion de produit semi- 
direct). De quel produit semi-direct Z/7Z x 7 Z/3Z s’agit-il (a isomorphisme 
pres) ? On explicitera le morphisme 7 : Z/3Z — ► Aut(Z/7Z) : notant encore 
par les lettres a et b les generateurs I des deux groupes respectivement, il 
s’agit de donner 7(6)0. 

10. Soit G = ({a, 6}|a 4 , 6 4 , a 2 6 2 ). Calculer son ordre via la commande 

grouporder (au besoin, reinitialiser MAPLE a l’aide de la commande 
restart). Ce groupe est-il abelien? Pour le savoir, dehnir le groupe G\ 
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obtenu en rajoutant la relation de commutativite aba~ 1 b~ 1 = de a et b. 
Determiner la structure de groupe de G± (on montrera qu’il s’agit d’un 
produit direct de deux groupes cycliques dont on determinera les ordres). 

Soit H le sous-groupe de G engendre par le produit ab. Demontrer avec 
Maple que H est d’indice 4 et isomorphe a Z. 

De fagon generale, quel est le noyau du morphisme p : G — > S{{G / H)d)l 
Que se passe-t-il si H est distingue ? Revenant a notre exemple, demontrer 
que le quotient G/H est un groupe isomorphe a Z/4Z. 

Pour finir, soit K le sous-groupe engendre par a. Demontrer que G est le 
produit semi-direct de H par K . Existe-t-il plusieurs produits semi-directs 
Z x 7 Z/4Z possibles? Que vaut a(a6)a _1 ? 

TP.IV.B. Actions fc-transitives, formule de Burnside 
et enumerations de Polya 

Ce TP fait suite au TP.II et termine T etude des groupes de permutations. Un 
tel groupe de permutations G, de degre n, agit naturellement sur X n = { 1 , . . . , n}. 
On en determine les orbites et teste la transitivite de Taction pour differents 
groupes. Puis on generalise a T action diagonale sur afin de discuter la 
fc-transitivite. Des limitations dues aux temps de calcul apparaissent rapidement 
et sont contournees par Tusage de la formule de Burnside. Cela permet de regar- 
der des groupes de plus haut degre et, en particulier, de mentionner les fameux 
groupes de Mathieu. Pour finir, on precede a quelques denombrements dits « de 
Polya », la formule d’enumeration de Polya etant basee sur une generalisation de 
la formule de Burnside. 

Calcul de l’orbite 

US’ Quelques commandes MAPLE utiles : minus, time. 

1 . Ecrire une procedure orbite:=proc(G,X, action) renvoyant la liste des or- 
bites pour Taction d’un groupe G (defini avec la commande permgroup) sur 
un ensemble X : Telement g ■ x, pour g E G et x 6 X, est done action(g,x). 
On partira de la liste des elements de G, obtenue via la commande elements, 
et on soustraira progressivement les classes, jusqu’a epuisement des elements 
(algorithme naif). 

Tester cette procedure avec S3 et A3 agissant sur {1,2,3} ; ainsi action cor- 
respond a la fonction (g,x)->image(g,3,x), oil image designe la procedure 
deja ecrite au cours du TP.II. 
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2 Ecrire des fonctions OrbiteSn et OrbiteAn renvoyant respect ivement, en fonc- 
tion de n, les orbites pour Faction naturelle de S n et A n sur X n = {1, . . . , n}. 
Verifier que Faction est transitive pour 3 ^ n ^ 8. 

Quel est le temps de calcul pour S% ? Comparer en calculant Forbite de 1 avec 
la commande MAPLE orbit. 

3 La lenteur de la procedure orbite provient du fait que l’on calcule au prealable 
tous les elements du groupe. On peut s’en passer, en travaillant intelligemment 
avec le systeme S de generateurs du groupe G. Ainsi, pour calculer Forbite de i, 
on precede comme suit : 

(a) Initialisation : O := {i}. 

(b) On fait agir les elements de S : s’il n’en resulte aucun nouvel element, 
c’est termine ; sinon, soit N Fensemble de ces nouveaux elements. 

(c) On met a jour O := O U N. 

(d) On fait agir les elements de S sur N (plutot que sur O tout entier) : s’il 
n’en resulte aucun nouvel element, c’est termine. Sinon, on met a jour N 
comme Fensemble de ces nouveaux elements qui ne sont pas deja dans O , 
puis on applique (c). 

Implementer cet algorithme au sein d’une procedure 
orbite_i : =proc (G, i , action) 

renvoyant Forbite de i pour Faction de G definie par action, puis modifier 
la procedure orbite afin qu’elle utilise orbite_i. Enfin, recolter les fruits en 
testant, sur Ss par exemple, F amelioration du temps de calcul. 

4 Ecrire une fonction OrbiteG renvoyant, en fonction du groupe de permutations 
G (qui sera toujours introduit comme un permgroup), la liste des orbites pour 
Faction naturelle de G. Comme application, determiner tous les groupes de 
permutations transitifs de degre 3 ( i.e . les sous-groupes de S 3 agissant transi- 
tivement sur X 3 ). Verifier egalement la transitivite de Faction pour les groupes 
suivants : 

L [1] : =permgroup(4, { [ [1 ,2 ,3,4] ] }) : 

L [2] : =permgroup(4, { [ [1 ,2 ,3 ,4] ] , [[1,2]]}) : 

L [3] : =permgroup(4, { [ [1 ,2 ,3 ,4] ] , [[1,3]]}) : 

L [4] : =permgroup(4, { [[1,2] , [3,4]] , [[1,3] , [2,4]]}) : 

L [5] : =permgroup(4, { [[1,2,3]] , [ [1 ,2] , [3,4] ] >) : \vspace*{- lmm} 

On peut demontrer qu’il s’agit la de tous les groupes transitifs de degre 4 (a 
conjugaison pres). 
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Etude de la A;-transitivite 

On dit qu’un groupe G opere k-transitivement sur un ensemble X (de cardi- 
nal superieur ou egal a k) s’il opere transitivement (pour l’action diagonale) sur 
l’ensemble des fc-uplets de points tons distincts : pour tout x = (x\, . . . ,Xk) et 
x' = [x \ , . . . , x' k ) dans X k tels que Xi / Xj et x\ / x'j ( j / i), il existe g E G tel 
que, pour tout i, g ■ Xi = x\. En particulier, un groupe agissant ^-transitivement 
agit transitivement et /-transitivement pour l ^ k. 

Quelques commandes MAPLE utiles : irem ; on peut definir le produit 
cartesien X % par deux commandes seq successives : 

X2 : =n->{seq(seq( [i,j] , i=l . .n) , j=l . .n)}: 

5. Ecrire une fonction orbite2 renvoyant, en fonction de n, la liste des orbites 
pour Taction diagonale de S n sur X*. Tester avec n = 3 : quel est le nombre 
d’orbites? Verifier que ces actions sont 2-transitives, pour 3 ^ n ^ 7. 

6. Ecrire une fonction 0rbite2 renvoyant, en fonction du groupe de permutations 
G, la liste des orbites pour Taction diagonale sur X % [n sera done le degre 
de G). En deduire que les seuls groupes 2-transitifs de degre 4 sont S4 et A 4 . 

Determiner egalement le cas du degre 5, i.e. les groupes de permutations agis- 
sant 2-transitivement parmi les groupes transitifs de degre 5 dont voici la liste : 

L[6 ] : =permgroup(5, { [ [1 ,2 ,3 ,4,5] ] }) : 

L [7] : =permgroup(5, { [ [1 ,2 ,3 ,4,5] ] , [[1,2]]}) : 

L [ 8 ] : =permgroup(5, { [ [1 ,2 ,3 ,4,5] ] , [ [2, 5] , [3,4] ] }) : 

L [9] : =permgroup(5, { [ [1 ,2 ,3 ,4,5] ] , [ [1 , 2, 3] ] }) : 

L [ 10 ] : =permgroup(5 ,{[[ 1 , 2 , 3, 4, 5]] , [[ 2 , 3, 5, 4]]}) : 

Reconnaitre S5 et A5 et verifier que Liq est un produit semi-direct. 

Pour definir X k sous MAPLE, une solution est d’indexer ses elements a Taide 
de la bijection : {1, . . . , n k } — > X k dont la reciproque est la fonction 

k 

(xi, . . . , x k ) 1 + Y^( Xi - l W~ 1 
2=1 

(a un decalage pres, cela correspond a l’ecriture d’un nombre en base k). 

Ecrire une procedure Phik: =proc (i ,n,k) calculant ^^(i) et definir X k sous 
Maple comme une fonction Xk de n et k. 
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8. Ecrire une fonction orbitesG renvoyant, en fonction de Rentier k et du groupe 
de permutations G, la liste des orbites pour l’action diagonale sur X%. En 
testant sur la liste des Lj. quel nombre minimal d’orbites trouve-t-on pour 
Faction sur X % ? Justifier qu’une action 3-transitive donne lieu a 5-orbites, 
puis donner la liste des groupes de permutations 3-transitifs de degre inferieur 
ou egal a 5. 

Parmi ces derniers, lesquels operent 4-transitivement ? Demontrer au papier- 
crayon que S n agit n-transitivement et que A n agit (n — 2)-transitivement pour 
tout n. 

9, Soit Il(fc) F ensemble des partitions de {1, . . . , k} et n : X % — > n(fc) F applica- 
tion definie par x i— » ir x , ou tt x designe la partition correspond a la relation 
d’equivalence i ~ j 44* Xi = Xj. Demontrer que o > n 0 := ir x {x G o), definit 
une application surjective de l’ensemble O des orbites pour Faction diagonale 
sur X £ vers II(fc), et que cette application est injective lorsque Faction est 
fc-transitive. En deduire que le nombre d’orbites distinctes pour une action 
/c-transitive sur X% est egal au nombre p(k) de partitions de {1, . . . , k}. 

II existe differentes fagons de calculer p{k) : 

(a) Soit p(k,j ) le nombre de partitions de l’ensemble en j sous- 

ensembles (disjoints) ; on a p(k, k ) = p(k , 1) = 1 et 

P(k,j) = jp(k - 1 ,j) +p{k - 1, j - 1) 

(on distingue selon que k est tout seul ou appartient a Fun des j ensembles 
de la partition de{l,...,fc — 1}). Cette relation permet de calculer p(k,j) 
par recurrence, puis p(k) = 22j=i P(k,j). 

(b) Soit on utilise la formule 


k k—j 

j = 1 r=0 J 

Calculer p(k) jusqu’a k = 10, par les deux methodes. Pour la premiere, on 
n’oubliera pas d’ajouter option remember au debut de la procedure recursive 
que l’on ecrira, ce qui diminue les temps de calcul. 


Formule de Burnside 


Soit G un groupe fini operant sur un ensemble fini X et soit N le nombre 
d’orbites. Pour g E G, on note r(g) le nombre de points fixes de g dans X, i.e. le 
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nombre d’elements x £ X tels que g ■ x = x. La formule de Burnside dit que 



US’ Quelques commandes MAPLE utiles : add. 

10. Demontrer la formule de Burnside ( indication : on pourra poser S(x,g) = 1 
si g-x = x et 0 sinon, puis calender YlgeG r (ff) en bitroduisant la fonction 5). 

Ecrire une fonction nbPtFix renvoyant, en fonction de g et de n, le nombre 
de points fixes de la permutation g de degre n agissant sur X n . Quel est le 
nombre de points fixes pour Faction sur X £ par rapport a celle sur X n ? En 
deduire une procedure nbOrb:=proc(k,G) calculant, a l’aide de la formule 
de Burnside, le nombre d’orbites pour Faction diagonale d’un groupe de 
permutations G sur X%. Comparer les temps de calcul entre OrbitesG et 
nbOrb, par exemple pour S$ agissant sur X~. Conclusion? 

11. Le gain obtenu nous permet d’investiguer de nouveaux exemples. Parmi la 
liste suivante des groupes de permutations transitifs de degre 6, lesquels 
sont 4-transitifs (ou plus) ? On ecrira une procedure DrdreTrans : =proc(G) 
renvoyant l’ordre de transitivite du groupe de permutations G. 


L [11] : =permgroup(6, { [ [1 ,2 ,3 ,4, 5 ,6] ] }) : 

L [12] : =permgroup(6, { [[1,5] , [2,4] , [3,6]] , [[1,6] , [2,5] , [3,4]]» : 
L [13] : =permgroup(6, { [ [1 ,2 ,3 ,4, 5 ,6] ] , [[2,6] , [3,5]]}): 

L[14] : =permgroup(6 , { [ [1 , 3 , 5] , [2,4,6]] , [[1,2] , [5,6]]}) : 

L[15] : =permgroup(6 , { [ [1 , 2 , 3] ] , [[1,4] , [2,5] , [3,6]]}): 

L [16] : =permgroup(6, { [[1,3,5] , [2,4,6]] , [[1,2]]}) : 

L [17] : =permgroup(6, { [[1,3,5] , [2,4,6]] , [[1,6] , [2,5]]}): 

L[18] : =permgroup(6, { [ [1 ,2] , [3,4] , [5,6]] , [[1,2,3] , [4,5,6]]}) : 

L [19] : =permgroup(6 , {[[1,2, 3, 4, 5, 6]] , [[1,3] , [2,4]]}): 

L [20] : =permgroup(6, { [[1,2,3]] , [[1,5, 2, 4] , [3,6]]}): 

L [21] : =permgroup(6, { [ [1 ,2 ,3 ,4] ] , [[1,5] , [3,6]]}) : 

L [22] : =permgroup(6 , { [ [1 ,2 ,3 ,4 , 5] ] , [[1,6] , [2,5]]}): 

L [23] : =permgroup(6, { [ [1 ,2 ,3 ,4,5 ,6] ] , [[1,3]]}) : 

L [24] : =permgroup(6 , { [ [1 ,2 ,3 ,4 , 5] ] , [[1,6] , [2,3] , [4,5]]}): 

L [25] : =permgroup(6, { [ [1 ,2 ,3 ,4, 5 ,6] ] , [[4,5,6]]}): 

L [26] : =permgroup(6, { [ [1 ,2 ,3 ,4, 5 ,6] ] , [[1,2]]}): 
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Meme question pour le degre 7 : 

L [27] :=permgroup(7,{[[l,2,3,4,5,6,7]]}) : 

L [28] : =permgroup(7 ,{[[1,2, 3, 4, 5, 6, 7]] , [[2,7] , [3,6] , [4,5]]}) : 

L [29] : =permgroup(7 ,{[[1,2, 3, 4, 5, 6, 7]] , [[2,3,5] , [4,7,6]]}) : 

L [30] : =permgroup(7 ,{[[1,2, 3, 4, 5, 6, 7]] , [ [2 ,4 ,3 ,7 ,5 ,6] ] }) : 

L [31] : =permgroup(7 ,{[[1,2, 3, 4, 5, 6, 7]] , [[2,3] , [4,7]]}) : 

L [32] : =permgroup(7 ,{[[1,2, 3, 4, 5, 6, 7]] , [[1,2,3]]}) : 

L [33] : =permgroup(7 ,{[[1,2, 3, 4, 5, 6, 7]] , [[1,2]]}) : 

Voyez-vous d’autres groupes que A n et S n ? Tester sur les deux derniers 
exemples suivants : 

L [34] : =permgroup (11, {[[1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]], [[3,7,11,8] , 
[4,10,5,6]]}): 

L [35] : =permgroup(12, { [[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11]] , 

[[3,7,11,8] , [4,10,5,6]] , [[1,12] , [2,11] , [3,6] , [4,8] , [5,9] , 
[7,10]]}): 

C’est un fait assez surprenant : les seuls groupes finis qui sont au moins 
4-transitifs sont, a part les groupes A n et S n , les quatre groupes de Mathieu 
Mu, M12 , M23 et M24. Les deux premiers ont ete notes L34 et L35 dans la 
liste precedente ; les deux autres sont d’ordre 23 et 24, d’oii des temps de 
calcul tres longs. 


Enumerations de Polya 

Soient A, B deux ensembles finis et G un groupe de permutations agissant sur 
A. On considere l’action suivante de G sur l’ensemble B A des fonctions / : A — > B : 
un element g agit par ( g ■ f)(a) = f(g - a). La formule d’enumeration de Polya 
nous dit que l’ensemble O des orbites sous G de B A est de cardinal 

y ’ g&G 

ou c g designe le nombre de cycles dans la decomposition de g en produits de 
cycles a supports disjoints. C’est un corollaire immediat de la formule de Burnside 
(remarquer que / est laissee fixe par g si et seulement si / est constante sur le 
support de chaque cycle de g). 

Afin de repondre a des problemes classiques de denombrement, on introduit 
une version a poids de cette formule. La fonction de poids est une application 
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ui : B — ► R, a valeurs dans un anneau commutatif quelconque contenant (Q>. Le 
poids de la fonction / est par definition uj(f) = IIae/1 w (/( a )) ! en particular, 
le poids est constant sur les orbites sous G de B A . La formule d’enumeration de 
Polya, avec poids, nous dit que : 


X w (°) 

oeO 


1 

Card(G) 




(1) 


ou Ci(g) designe le nombre de cycles de longueur i dans la decomposition canonique 
de g. Le type de g nous renseigne done sur les coefficients c t . 

La demonstration de cette formule utilise une version avec poids du lemme de 
Burnside : 


oeO 


Card(G) S X 

v ' geGg-f=f 


(on retrouve la formule de Burnside classique en prenant pour co la fonction 
constante de valeur 1). De plus, si g = aq . . . a r est la decomposition en cycles, les 
fonctions fixes par g sont en bijection avec les r-uplets (b \, . . . , b r ) G B r ( bi designe 
la valeur de / sur le cycle oti). Le poids d’une telle fonction est ui(f) = 
ou li designe la longueur du cycle a,. On termine la preuve en injectant cette 
egalite dans la formule de Burnside (en exercice). 


US’ Quelques commandes MAPLE utiles : mul ; on peut simplifier et ordon- 
ner une expression polynomiale P{x par la succession de commandes 
sort (normal (P) ) . 


12. La formule d’enumeration de Polya permet de denombrer des objets consideres 
modulo certaines symetries. Par exemple, on s’interesse aux colliers de n perles 
differents que l’on peut realiser avec des perles rouges ou bleues. Par definition, 
deux tels objets sont consideres comme differents s’il ne sont pas egaux modulo 
une permutation circulaire (le fermoir est invisible). 

Denombrer a la main les colliers a 5 perles. Combien y en a-t-il a 3 boules 
rouges et 2 boules bleues? Pour n = 10 par exemple, il est impossible de 
denombrer a la main : on utilise le formalisme de Polya expose ci-dessus. 

Definir une fonction Z renvoyant, en fonction du groupe de permutations G 
et de la liste W des poids des elements de B, le resultat de la formule de 
Polya (1). On pourra utiliser la procedure typ ecrite au cours du TP.I. 

Un collier realise a partir de perles rouges ou bleues est une fonction de 
{l,...,n} dans l’ensemble {rouge, bleu}. En prenant comme poids la fonc- 
tion constante de valeur 1, puis en attribuant a rouge un poids « formel » 
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r (ainsi R = Q[r]), retrouver les resultats precedents. Denombrer ensuite les 
colliers a 10 per les ; combien y en a-t-il a exactement 6 per les rouges ? 

Remarque. MAPLE dispose d’une bibliotheque de combinatoire assez riche 
(charger la librairie combstruct) qui permet de construire de tels objets (en- 
core faut-il comprendre la syntaxe). Par exemple, on peut definir un type 
« collier a 10 perles rouges ou bleues modulo permutations circulaires », en 
afficher un exemple choisi aleatoirement, et meme denombrer : 

>collier2 : ={N=Cycle (Union (rouge , bleu) ) , rouge=Atom , bleu=Atom]- : 
>draw( [N,collier2, unlabeled] , size=10) ; 

>count ( [N, collier2 , unlabeled] , size=10) ; 

13. On considere, de plus, comme identiques deux colliers qui sont egaux a un 
« retournement de collier » pres (cela correspond aux deux fagons d’enfiler le 
collier autour du cou). Denombrer les colliers differents de 5 perles, avec cette 
definition. Combien y en a-t-il a exactement 3 boules rouges ? Memes questions 
avec 10 perles. 
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LES THEOREMES DE SYLOW 


On sait, d’apres le theoreme de Lagrange (II. 1.1), que l’ordre de tout sous- 
groupe d’un groupe fini G divise l’ordre de G. Mais on a vu (par exemple au 
TR.II.B) que si G est un groupe d’ordre n et si d est un diviseur de n, il n’existe 
pas necessairement de sous-groupe de G qui soit d’ordre d. On peut done se poser 
la question : 

Etant donne un groupe fini G d’ordre n, existe-t-il des diviseurs de n pour 
lesquels il existe des sous-groupes de G d’ordre ces diviseurs ? 

L’objet de ce chapitre est d’apporter une reponse a cette question lorsque le 
diviseur d est de la forme une puissance d’un nombre premier. 

De plus, la connaissance des sous-groupes correspondants permettra de preci- 
ser la structure du groupe G. 


V.l. Le premier theoreme de Sylow 


Lenmie V.1.1. Soient p un nombre premier et n un nombre entier non nul. Pour 
tous nombres entiers r, n, s tels que 1 ^ r ^ n et s non divisible par p, on 
a Cg p „ = A p n ~ r , oil A est un nombre entier non divisible par p (Cm designe le 
nombre de parties a q elements dans un ensemble a m elements). 


Chapitre V. Les theoremes de Sylow 


Demonstration. On a 


ctn = 


( sp n )l sp n (sp n — 1) . . . ( sp n — p r + 1) 

' spn ~ p r \(sp n -p r )l - p r {p r - 1) ... 1 

i- r sp n — 1 sp n — ( p r — k) sp n — ( p r — 1) 


= sp 


Posons 


A = s 


1 p r - k p r - 1 

sp n — 1 sp n — ( p r — k ) sp n — ( p r — 1) 


1 


p r — k 


p r - 1 


Puisque p ne divise pas s et que C p p n est un nombre entier, pour etablir le re- 
sultat il suffit de montrer que pour tout nombre k, 1 ^ k ^ ( p r — 1), la fraction 
sp jT k est egale a vine fraction irreductible dont p ne divise ni le numerateur ni le 
denominateur. Ecrivons k sous la forme k = qp t , avec t ^ 0 et p ne divisant pas q. 
On a alors 

sp n — k sp n ~ t — q 
k q 


et p ne divise pas sp n 1 — q, d’ou le resultat. 


□ 


Theoreme V.1.1 (premier theoreme de Sylow). Soit G un groupe fini. Pour tout 
nombre premier p et tout nombre entier r tels que p r divise I’ordre de G, il existe 
un sous- groupe de G d’ordre p r . 


Demonstration. Notons |G| = qp n , avec p ne divisant pas q. Soit r un nombre 
entier fixe, 1 ^ r ^ n. On note E(r) l’ensemble des parties de G a p r elements. 
D’apres le lemme (V.1.1), on a 

card(E(r)) = C p pn = A p n ~ r . 

Pour tout element g de G, l’operation par translation a gauche de g sur G est 
une bijection. Par consequent, pour tout element X de E(r), on a card(g.X) = 
card(X) et le groupe G opere done sur l’ensemble E{r). Soient {Xi}, 1 sj i ^ s, 
l’ensemble des orbites distinctes et {xi}, 1 ^ i ^ s, une famille de representants 
de ces orbites. D’apres le corollaire (IV. 2.1), on a 

S 

A p n ~ r = card(E(r )) = [G : Stabc(xi)\. 

i = 1 

Si p n ~ r+ 1 divisait tous les termes [G : Stabc^Xi)], alors p n ~ r+ 1 serait en facteur 
dans la somme et il diviserait A. Par consequent, puisque p ne divise pas A, 
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il existe un indice k, 1 ^ k ^ s, tel que p n ~ r + 1 ne divise pas [G : Stabc{xk)\. 
Posons H = Stabc(xk)- 

Nous allons montrer que le sous-groupe H de G est d’ordre p r . 

Puisque G est un groupe, on a 

Vh eG,Vg^g'£ G, gh + g'h. 

C’est en particulier vrai pour h E Xk et g,cf E H , auquel cas gh et g’h sont dans 
Xk, car H = Stabc(xk). On en deduit done une injection de H dans Xk , d’ou 
\H\ ^ card(Xk) = p r ■ 

D’ autre part, on a qp n = |-Hj[G : H\. Par consequent, \G : H] divise qp n et 
pti-r+i ne (iivise p as [(7 : iJ], D’ou [G : H] = q'p t avec q' divise qetO^t^n—r. 
On en deduit que \H\ = - -p n ~ t . Mais, on a r ^ n — t ^ n, d’ou p r divise \H\ et 
P r ^ \H\. 

On a done p r ^ \H\ ^ p r , d’ou l’egalite. □ 

Exercice V. . Soient G un groupe fini et p un nombre premier divisant l’ordre 
de G. Montrer qu’il existe un element d’ordre p dans G. 

Definition V.1.1. 

a) Un groupe fini d’ordre p r , ou p est un nombre premier, est appele un 

p-groupe. 

b) Soient G un groupe et p un nombre premier divisant l’ordre de G. Un 
sous-groupe de G d’ordre p r , ou r est maximal tel que p r divise l’ordre de G, 
est appele un p-sous-groupe de Sylow de G. 


Remarque V. 1. . Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Alors tout 
p-sous-groupe (resp. p-sous-groupe de Sylow) de G contenu dans H est un p- sous- 
groupe (resp. p-sous-groupe de Sylow) de H. (C’est une consequence du theoreme 
de Lagrange.) 


V.2. Le second theoreme de Sylow 


Lemme V.2.1. Soient G un groupe et (p, n,r) £N*xN*xN*,p premier ne divisant 
pas r. Soient H un sous-groupe de G d’indice r et K un sous-groupe de G d’ordre 
p n . Alors K est contenu dans un conjugue de H . 


Demonstration. Posons E = ( G/H) g et considerons l’operation de K par transla- 
tion a gauche sur E. Alors, puisque Card(E) = r, d’apres la proposition (IV. 5.1), 
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on a \E k \ = r (mod p ). Comme p ne divise pas r, \Ek\ n’est pas nul, done 
Ek n’est pas vide. Mais, xH E Ek si et seulement si K est un sous-groupe de 
Stabc(xH) = xHx~ l , done K est un sous-groupe de xHx _1 . □ 

Lenune V.2.2. Soit G un groupe fini et H un p-sous-groupe de Sylow de G. Alors 
H est l’unique p-sous-groupe de Sylow de son normalisateur N G (H). 

Demonstration. D’apres la remarque (V.1.1), H est un p-sous-groupe de Sylow de 
N G (H). Done \N G (H)\ = qp n avec p ne divisant pas q. Soit K un p-sous-groupe 
de Sylow de N G (H) (on a done \K\ = \H\). Alors, [N G (H) : K] = q et, d’apres 
le lemme (V.2.1), K est un sous-groupe de xHx -1 pour x E N G (H). Mais, si 
x E N G (H), alors xHx ~ 1 = H. Par consequent, K est un sous-groupe de H et, 
puisque \K\ = \H\, on a H = K. □ 

Theoreme V.2.1 (deuxieme theoreme de Sylow). Soient G un groupe fini et p un 
nombre premier divisant I’ordre de G. 

(i) Tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow de G. 

(ii) Tous les p-sous-groupes de Sylow de G sont conjugues entre eux. 

(iii) Le nombre de p-sous-groupes de Sylow de G est congru a 1 modulo p et 
divise I’ordre de G. 

Demonstration. Posons |G| = qp n , avec p ne divisant pas q. 

(i) . Soient H un p-sous-groupe de G et S un p-sous-groupe de Sylow de G. On 
a | H\ = p r , [G : S'] = q et p ne divise pas q. D’apres le lemme (V.2.1), H est un 
sous-groupe de xSx~ l pour un element x de G. Mais IxS'x -1 ) = |5|, done xSx 
est un p-sous-groupe de Sylow de G. 

(ii) . Comme on l’a remarque ci-dessus, le conjugue d’un p-sous-groupe de 
Sylow est un p-sous-groupe de Sylow. Soient S et S' deux p-sous-groupes de Sylow 
de G. Le raisonnement ci-dessus, applique a H = S' , montre que S' est un sous- 
groupe de xSx~ l pour un certain element x de G. Puisque |S"| = \S\ = | 1 [ , 
on en deduit que S' = xSx _1 . 

(iii) . Soit S l’ensemble des p-sous-groupes de Sylow de G. Le groupe G opere 
transitivement par conjugaison sur S. Soit H E S 

card{S) = card(Qn) = [G : Stabc{H)\. 

Mais Stab G (H ) = N G (H) et q = [G : H] = [G : N G {H)][N G (H) : H\. Par 
consequent, card(S) divise q, done card(S) divise qp n = |G|. 
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On considere l’action de H sur S par conjugaison et Sh l’ensemble des points 
fixes pour cette action. D’apres la proposition (IV. 5.1), on a 

card(Sn ) = card(S) mod(p). 

Mais, un p-sous-groupe de Sylow H ' appartient a Sh si et seulement si 
H' = yH'y -1 pour tout element y de H, i.e. si et seulement si H est un sous- 
groupe de Nq{H'). D’apres le lemme (V.2.2), Nq{H') ne contient qu’un seul 
p-sous-groupe de Sylow qui est H' . D’ou H = H' et card(Sn) = 1- On en conclut 
que card(S) = 1 ( modp ). □ 

Remarque V.2. \ . La demonstration ci-dessus montre plus precisement que, si 
|Gj = qp n avec p ne divisant pas q, le nombre de p-sous-groupes de Sylow de 
G divise q. 

Coivlhiiiv V.2.1. 

(i) Un groupe fini G admet un seul p-sous-groupe de Sylow S si et seulement 
si S est un sous-groupe normal de G. 

(ii) Si G est un groupe abelien, pour tout nombre premier p divisant I’ordre 
de G, il n’y a qu’un seul p-sous-groupe de Sylow. 


Demonstration, (i). C’est une consequence evidente du fait que les p-sous-groupes 
de Sylow d’un groupe G sont conjugues entre eux et qu’un sous-groupe de G est 
normal dans G si et seulement s’il est egal a tous ses conjugues dans G. 

(ii). C’est une consequence du point precedent et du fait que, dans un groupe 
abelien, tous les sous-groupes sont normaux. □ 

Exercice V.2. Soit G un groupe d’ordre pqr, ou p > q > r sont des nombres 
premiers. On note, respectivement, n p , n q , n r le nombre des p-sous-groupes, 
g-sous-groupes, r-sous-groupes de Sylow de G. 

a) Montrer que pqr ^ n p (p — 1) + n q (q — 1) + n r (r — 1) + 1. 

b) Montrer que 

(n p > 1, n q > 1, n r > 1) => (n p = qr, n g ^ p, n r ^ q). 

c) En deduire que G n’est pas simple. 
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V.3. Applications 

Proposition V.3.1. Soit G un groupe fini d’ordre pq, oil p et q sont deux nombres 
premiers distincts et q n’est pas congru a 1 modulo p. Alors G n’a qu’un seul 
p-sous-groupe de Sylow. 

Demonstration. Le nombre de p-sous-groupes de Sylow de G est congru a 1 mo- 
dulo p et divise q. Puisque q est premier et non congru a 1 modulo p, le nombre 
de p-sous-groupes de Sylow de G est egal a 1. □ 

Proposition V.3.2. Soit G un groupe fini d’ordre pq, oil p et q sont des nombres 
premiers distincts, alors G n’est pas simple. 

Demonstration. Puisque p et q sont distincts, on peut supposer que p > q et, par 
consequent, q n’est pas congru a 1 modulo p. Done, d’apres ce qui precede, G 
n’a qu’un seul p-sous-groupe de Sylow, qui est done un sous-groupe normal non 
trivial de G. Done G n’est pas un groupe simple. □ 

Proposition V.3.3. Soient p et q deux nombres premiers distincts tels que 

p ^ 1 ( mod q) et q ^ 1 ( mod p). 

Alors, tout groupe d’ordre pq est cy clique. 

Demonstration. D’apres la proposition (V.3.1), il existe dans G un seul p-sous- 
groupe de Sylow S et un seul g-sous-groupe de Sylow T, qui sont done des sous- 
groupes normaux de G, d’apres le corollaire (V.2.1.(ii)). Puisque \S\ = p et \T\ = q 
qui sont premiers, S et T sont des groupes cycliques et leur intersection est reduite 
a {1}. Posons S = ( x ) et T = ( y ). Considerons 3 = xyx~ 1 y~ 1 ; on a x £ S et 
yx~ 1 y~ 1 £ S puisque S est un sous-groupe normal de G, done z £ S. Pour des 
raisons analogues z£T, d’ou z = 1 et xy = yx. Par consequent xy est un element 
d’ordre pq dans le groupe G, qui est lui-meme d’ordre pq, done G = (xy). □ 

Proposition V.3.4. Soit G un groupe fini non trivial et soit p" 1 . . . p^ k la decompo- 
sition en facteurs premiers de I’ordre de G. Si pour tout i, 1 ^ i ^ k, G a un 
unique pi-sous-groupe de Sylow Si, alors G est isomorphe au groupe 
produit direct des groupes Si, 1 ^ i ^ k. 

Demonstration. D’apres l’hypothese, chacun des Si est normal dans G et, par 
consequent, H = Si ... est un sous-groupe de G, dont on verifie aisement 
qu’il est isomorphe au produit direct des (Si), 1 ^ i ^ k (cf. exercice 1.8). De 
plus, |G| = \H\, d’ou le resultat. □ 
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Cowllaiw V.3.1. Soit G un groupe abelien fini non trivial et soit p™ 1 . . . p? k la de- 
composition enfacteurs premiers de I’ordre de G. Alors G est isomorphe auproduit 
direct de ses pi-sous-groupes de Sylow, 1 ^ i ^ k. □ 
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* TR.V.A. Int(S 6 ) / Aut(S 6 ) 

Nous allons ici completer l’etude du groupe des automorphismes du groupe 
S n commencee au TR.II.C. 

Pour tout n 6 N*, on identifre S n a Se avec E = (c/. TR.I.A), 

et on considere l’operation naturelle de S n sur E (exemple IV.l.l.e). Pour tout 
element i de E , on note S(i) le stabilisateur de i pour cette action. On a vu a 
l’exemple (IV.2.1.e) que S(i) est isomorphe a S n -i, done d’indice n dans S n . 

1. Montrer que les sous-groupes S(i ) sont conjugues entre eux dans S n . (On 
utilisera la proposition (IV. 2. 2).) 

2 Montrer que pour n/4, les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) Int(S n ) = Aut(S n ). 

(ii) Les sous-groupes d’indices n de S n sont conjugues entre eux dans S n . (On 
considerera un sous-groupe H d’indice n de S n et l’isomorphisme S n — > Sg n /E 
obtenu a partir de l’action par translation de S n sur S n /H). 

Ce qui precede montre que si l’assertion (ii) ci-dessus est verifiee, les sous- 
groupes d’indice n de S n sont les S(i). Pour montrer le resultat annonce, il suffit 
done de montrer que, lorsque n = 6, il existe un sous-groupe de Sq qui n’est pas 
conjugue a un S(i). 

Soit P un 5-sous-groupe de Sylow de S§ et soit N le normalisateur de P 
dans £5. 

3 Montrer que |7V| = 20. 

On a done card(S^/N) = 6. 

4 Montrer que £5 opere transitivement et fidelement, sur S$/N et en deduire un 
morphisme injectif de groupes f : £5 — > Sq. 

5 Montrer que /(£s) est un sous-groupe d’indice 6 de Sq qui opere transitivement 
sur un ensemble a six elements. Il n’est done pas conjugue a un S(i). 


3 * 
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TR.V.B. Determination des groupes d’ordre n, 

< 15 

On a etudie ce probleme pour n ^ 9 au TR.I.C, et on connait deja la reponse 
pour les nombres 11 et 13, puisqu’ils sont premiers. D’autre part, la proposi- 
tion (V.3.3) donne la reponse pour les groupes d’ordre 15. 

Soit p un nombre premier impair. On considere un groupe G d’ordre 2 p et on 
note tt -2 le nombre de ses 2-sous-groupes de Sylow. D’apres le theoreme (V.2.1), 
on sait que «2 = 1 ou «2 = P- 

1. Montrer que si ri 2 = 1, alors G est isomorphe au groupe Z/2pZ, et que si 
n 2 = Pi alors G est isomorphe au groupe diedral D p . 

Ceci determine done, en particular, les groupes d’ordre n pour 77 = 10 et 
77 = 14. 

II reste done a examiner le cas ou G est un groupe d’ordre 12. On note 772 
(resp. 773 ) le nombre de 2-sous-groupes (resp. 3-sous-groupes) de Sylow de G, qui 
sont alors d’ordre 4 (resp. d’ordre 3). On sait que 772 = 1 ou 772 = 3 et que 773 = 1 
ou 773 = 4. 

2. Montrer qu’on ne peut avoir sirn ill tan ern en t 772 = 3 et 773 = 4. (Considerer le 
nombre d’elements d’ordre 3). 

Cas ri-2 = 1 ct 77,3 = 1 

3. Montrer qu’alors G est isomorphe au groupe Z/3Z X Z/4Z ou au groupe 

x Z/2Z X Z/3Z, et qu’il n’y a pas d’autre groupe abelien d’ordre 12 
(a isomorpliisme pres). 

Cas ri2 = 1 et 773 = 4 

On note H 2 le 2-sous-groupe de Sylow de G et H 3 un 3-sous-groupe de Sylow 
de G. 

4. Montrer que H 2 est isomorphe au groupe TL^TL x Z/2Z et que G est le produit 
semi-direct de H 2 par H 3 . E 11 deduire que G est isomorphe au groupe A 4 . 

Cas 772 = 3 et 773 = 1 

On note H 3 le 3-sous-groupe de Sylow de G : on a H 3 = (a) avec a 3 = 1. 
On note H 2 un 2-sous-groupe de Sylow de G : on a H 2 = (b) avec ft 4 = 1, ou 
H 2 — r Ll‘l7L x Z/2Z, auquel cas on pose H 2 = {1,6, c, be}. 

On suppose que H 2 = (b) avec b 4 = 1. 


126 


Themes de reflexion 


5 Montrer que G = {1 , a, a 2 ,b,b 2 ,b 3 ,ba,b 2 a,b 3 a,ba 2 ,b 2 a 2 ,b 3 a 2 }. En posant 
x = b 2 a, montrer que ({x,b}\x 6 ,b 4 ,x 3 b^ 2 , xbxb^ 1 ) est une presentation du groupe 
G par generateurs et relations (groupe dicyclique d’ordre 12, note Q 12 ). 

On suppose que H2 = {1,6, c, be}. 

6 Montrer qu’il existe un element x dans H2 tel que xax ~ 1 7 ^ a. 

On suppose que x = b et on pose K = ( 6 ) # 3 . Montrer que K est le produit 
semi-direct de H3 par (6). En deduire que K est isomorphe a u groupe diedral D3. 

8 Montrer qu’il existe un element y dans H2 et non dans K, tel que yay _1 = a. 
Montrer que y commute a vec tous les elements de H et en deduire que le groupe 
G est isomorphe a u groupe Z/2Z x D3, qui est lui-meme isomorphe a u groupe 
diedral Dq. 

En resume, un groupe d’ordre 12 est isomorphe a l’un des groupes suivants : 
Z/2Z x Z/2Z x Z/3Z, Z/3Z x Z/4Z, A 4 , Q121 Dq. 

X TR.V.C. Determination des groupes d’ordre pq 

Le but ici est de determiner, a isomorphismes pres, les groupes d’ordre pq, ou 
p et q sont des nombres premiers. 

Nous avons traite le cas p = q dans l’exercice (IV. 4). Pour memoire, tout 
groupe d’ordre p 2 , p premier, est abelien et isomorphe a Z/p 2 Z ou a Z/pZ X Z/pZ. 

On suppose maintenant que p et q sont deux nombres premiers, p < q, et que 
G est un groupe d’ordre pq. 

1 Montrer que G ne possede qu’un seul q-sous-groupe de Sylow. 

2 En deduire que G est isomorphe a un produit semi-direct de Z/gZ par TLlpL. 

Nous avons vu au TR.I.B.10 que Aut(T,/q1,) — Z /(q — 1)Z. 

3. Montrer que : 

- Si p ne divise pas (q — 1), il n ’existe pas de morphisme non trivial de T LjpL 
dans Aut(1,/q r L). 

- Si p divise (q — 1), il existe (p — 1) morphismes non triviaux, distincts deux 
a deux, de Z/pZ dans Aut(JL/q£), qu’on notera pi, 1 ^ i ^ (p — 1). 

4 Montrer que pour tout i 7 ^ j, 1 ^ i ^ (p — 1), 1 ^ j ^ (p — 1), les 
groupes Z/gZ x Z/pZ et TLjqL x Z/pZ sont isomorphes. (On appliquera l’exer- 

ifi ifj 

cice (IV. 6 . 2).) 
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On en deduit done qn’il n’existe, a isomorphisme pres, qu’nn seul produit 
semi-direct non trivial de TLjqL par Z/pZ, qu’on notera Z/gZ x Z/pZ. 

5 En deduire que tout groupe d’ordre pq, p et q premiers, p < q, est isomorphe 
a TLlpqL ou a 1,/ql, x Z/pZ. 

On remarquera qu’on retrouve ici, comme cas particulier, le resultat de la 
proposition (V.3.3). 
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VI 

GROUPES ABELIENS 


Nous allons montrer dans ce chapitre que le fait, pour un groupe, d’etre abe- 
lien permet de decrire plus precisement sa structure, en particulier lorsqu’il est 
engendre par un nombre fini d ’elements. 

Les groupes consideres dans ce chapitre etant tous abeliens, leurs lois seront 
notees additivement, l’element neutre sera note 0, le symetrique de tout element x 
sera note —x. 

On trouvera dans le second volume de cet ouvrage une etude de la structure 
de module. C’est une structure analogue a celle d’espace vectoriel, dans laquelle 
le corps de base est remplace par un anneau. Ce changement modifie substantiel- 
lement les proprietes de la structure, mais le formalisme lineaire {i.e. l’utilisation 
des combinaisons lineaires) est le rrierne que dans le cadre des espaces vectoriels. 
Un groupe abelien est un module sur l’anneau Z, ce qui se traduira dans ce qui 
suit par l’utilisation de combinaisons lineaires a coefficients dans Z. 


VI. 1. Somme directe de groupes abeliens 

A - Somme directe de sous-groupes d’un groupe abelien 

Nous avons deja remarque qu’une reunion de sous-groupes d’un groupe n’est 
pas, en general, un sous-groupe. Nous allons nous interesser ici au sous-groupe 
engendre par une reunion de sous-groupes. 


Chapitre VI. Groupes abeliens 


Definition VI.1. . Soient G un groupe abelien et ( //, ),; c i une famille non vide 
de sous-groupes de G. On appelle somme des sous-groupes H, . i G I, qu’on 
note Yliei le sous-groupe de G engendre par UieJ Hi- 


Proposition VI.1.1. Soient G un groupe abelien et (Hi)i^j une famille non vide de 
sous-groupes de G. Alors un element x de G appartient a Hi si et seulement 
si x s’ecrit comme une somme finie 

X = x h + . . . + x ik 

avec Xi- G H ij , 1 < j < k, et ii, . . . , i k G I. 


Demonstration. On a Hi = {S}, avec S = (J i&1 Hi, et la proposition est une 
consequence de la remarque (1.2.2). □ 

Dans l’ecriture ci-dessus, pour un x donne, les elements Xj . ne sont pas uniques. 
Pour obtenir l’unicite de l’ecriture de x en function des . on est amene a consi- 
derer la definition suivante : 


Definition VI.1.2. Soient G un groupe abelien et ( //,),; g i une famille non vide 
de sous-groupes de G. Le sous-groupe Yliei es ^ somme directe des sous- 
groupes Hi si 

Vj g /, Hj n = M- 

iei 

Hi 

Dans ce cas, le sous-groupe Yliei Hi est note @ ig7 -ffj. 

Proposition VI.1.2. Soient G un groupe abelien et (Hfji^j une famille non vide de 
sous-groupes de G. Le sous-groupe H = H t est somme directe des Hi si et 
seulement si tout x G H s’ecrit de maniere unique x = Y2i<j<k Xi j avec ^ £ N* ; 
{*i, - ■■ ,ik} C I, x t] G H ij} l^j^k. 


130 


Demonstration. Cette demonstration est la meme que celle de la proposition ana- 
logue dans le cas des espaces vectoriels et laissee au lecteur a titre d’exercice. □ 


VI. 1. Somme directe de groupes abeliens 


Somme directe de groupes abeliens 

Proposition - Definition VI.1.3. Soient I un ensemble non vide et une fa- 

mille de groupes abeliens. Le sous-ensemble du groupe ILe/ Gi, (cf. proposi- 
tion 1.3.5), forme par les elements qui n’ont qu’un nombre fini de composantes 
non nulles, est un sous-groupe de ILe/ Gi, appele somme directe des groupes abe- 
liens Gi, i E I, et note © ie /Gi. □ 

Remarques VL1.1. 

a) Pour tout i E I, l’application A i : Gi —> qui a Xi associe la 

suite dont tous les termes sont nuls sauf celui d’indice i qui est egal a Xi, est un 
morphisme (injectif) de groupes. 

b) Les groupes ©, ie j Gi et ]0 e/ Gi sont egaux si et seulement si l’ensemble / 
est fini. 

c) Si pour tout i E I. on a Gi = G, on pose G 1 = fl -g/ Gi et = 0, g/ Gi. 

d) Si I et J sont deux ensembles non vides, 

[card(I ) = card(J)} =► [G 1 = G J et G (/) = G (J) ]. 

Nous avons deja vu au chapitre I que le produit direct de groupes est solution 
du probleme universel de produit de groupes et que cette solution est la meme, que 
l’on considere des groupes abeliens ou non abeliens. Nous avons pose et resolu le 
probleme universel de somme de groupes non abeliens (cf. TR.III.D). Nous allons 
maintenant montrer que ce probleme de somme de groupes admet une reponse 
tres differente de celle vue au TR.III.D, des lors qu’il s’agit de groupes abeliens. 

Theowme VI.1.1 (propriete universelle de la somme directe de groupes abeliens). 

Soient I un ensemble non vide et (Gjfi^j une famille de groupes abeliens. Avec 
les notations ci-dessus, pour tout groupe abelien G et toute famille de morphismes 
de groupes fa : Gi —* G, i €. I, il existe un unique morphisme de groupes 
9 '■ ©js/ Gi — > G tel que, pour tout i € I, g o Aj = /*. 

Demonstration. Existence de g : Soit un element de G{. Posons 

g((xi)iei) = ^2fi{xi). 

iei 

Seul un nombre fini de termes Xi etant non nuls, cette somme est bien definie. 

D ’autre part, le groupe G etant abelien, on verifie aisement que g est un homo- 
morphisme de groupes. De plus, soit x € Gi : pour tous i,j E I, j ^ i, on a 
(A i(x))j = 0, d’ou g(Xi(x)) = fi(x ) et g o\ = fi, pour tout i E I. 
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Unicite de g : Tout element x de ©ieJ Gi s’ecrit de maniere unique 
+ . . . + A i n (xi n ). Par consequent, quel que soit le morphisme g verifiant 
g o Aj = fi pour tout i G /, on a g(x) = ,/q (x'q ) + . . . + f ln (x in ) . ce qui prouve 
l’unicite de □ 

Nous allons donner deux propositions qui sont des corollaires immediats du 
theoreme ci-dessus. 

Comllaiw VI.1.1. Soient I un ensemble non vide et une famille de groupes 

abeliens. Un groupe G est isomorphe au groupe ©is/ Gi si et seulement s ’il existe 
une famille (Hi)i £ j de sous-groupes de G tels que 

(i) Hi ~ Gt, Mi G I. 

(ii) G = ©j 6 / Hi. □ 

Comllaiw VI.1.2. Soient I un ensemble non vide, (Gj)ig/ et {G'fji^i deux families 
de groupes abeliens telles que, pour tout i G I, les groupes Gi et G\ soient iso- 
morphes. Alors les groupes ©is/ © et ©*e/ G\ sont isomorphes. □ 

Facteur direct d’un groupe abelien 

Definition VI.1. . Soient G un groupe abelien et H un sous-groupe de G. On 
dit que H est un facteur direct de G s’il existe un sous-groupe K de G tel 
que G = H © K . 


Attention. Un sous-groupe d’un groupe abelien 11’est pas toujours un facteur 
direct de ce groupe. C’est l’une des differences entre espaces vectoriels et modules. 

Exewice VL1. Montrer que le groupe abelien (Z, +) n’est pas un facteur direct du 
groupe abelien (Q,+). 

Pmposition VI.1. . Soient G un groupe abelien, H un sous-groupe de G et 
i : H G I’injection canonique. Alors H est un facteur direct de G si et seule- 
ment s’il existe p G Hom(G , H) tel que p o i = id^j. 

Demonstration. Supposons que G = H®K. Tout element g de G s’ecrit de maniere 
unique g = h + k, avec h G H et k G K. On definit p par p(g) = h et on verifie 
aisement que c’est un morphisme de groupes repondant a la question. 

Supposons qu’il existe un morphisme de groupes p : G — > H tel que poi = idu- 
Pour tout element g de G on pose h = p(g) : on a alors h = p o i{h) = p(h), i.e. 
(g — h) G Ker(p). On a g = h + (g — h) et, si x G H O Ker(p), alors on a 
x = p(x) = 0, d’ou G = H 0 Ker(p). □ 
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VI. 2. troupes abeliens libres 

A Definition - Propriete universelle 

Definition VI.2.1. On dit qu’un groupe abelien est libre s’il est somme directe 
de groupes monogenes infinis. 

Autrement dit, un groupe abelien G est libre s’il existe un ensemble I et une 
famille d’elements de G, X = tels que 

G = (J) (xi) et (; Xi ) ~ Z, Vie/. 
i£l 

La famille X est une base de G. 

L’ecriture ci-dessus montre que, a isomorphisme pres, il n’existe qu’un seul 
groupe abelien libre de base donnee X. 

Renmques VI.2.1. 

a) D’apres le corollaire (VI. 1.1), en identifiant (xf) a Z, on peut aussi ecrire 
G~ZW, ou, en appliquant la remarque (Vl.l.l.d), G — 

Autrement dit, si l’on ecrit le groupe G sous la forme Z^, cela signifie qu’on 
considere que G est libre de base un ensemble non precise de cardinal egal au 
cardinal de I ; si on ecrit G sous la forme Z^"), ce la signifie que l’on precise une 
base X = {xj}j g / de G. 

b) II est clair, d’apres la definition, qu’une somme directe de groupes abeliens 

libres est un groupe abelien libre. Precisement, Z A) ). 

Theomme VI.2.1. Soient G un groupe abelien non nul et X = {xj}j g / une famille 
non vide d’elements de G. Les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) G est un groupe abelien libre de base X 

(ii) Tout element x de G s’ ecrit de maniere unique sous la forme 

x = n i x b 
i ViVfc 

ou k G N* ; {ii, . . . , ifc} C I, et rij £ Z pour tout j, 1 ^ j ^ k 

(iii) La famille X est une partie generatrice de G telle que, quelle que soit la 
partie finie non vide {ii, . . . , ik} de I, la relation 

rij x'j . = 0, on rij £ Z V) (1 V j V k) 

iViVfc 

implique nj = 0 pour tout j , 1 V j V k- 
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Demonstration, (i) 44 (ii). Le groupe G est egal a 0ie/ (xi) si et seulement si tout 
element x de G s’ecrit de maniere unique x = avec % ^ ( x ij)- Mais 

•yi. s’ecrit de maniere unique i/q = rijXi j avec rij G Z, d’ou le resultat. 

(ii) =4(iii). L’ecriture de tout element x de G donnee par (ii) montre que X est 

une partie generatrice. De plus l’element 0 s’ecrit 0 = avec n ij = 0) 

1 ^ j ^ k. Cette ecriture etant unique par hypothese, on en deduit le resultat. 

(iii) =4- (ii). La partie X etant generatrice, pour tout element x de G, il existe 
un ensemble fini J tel que x = YljeJ n j x ij- S’il existe un autre ensemble fini L 
tel que x = YlieL m l x ir on a 



La condition (iii) implique que chacun des coefficients de cette somme est nul. On 
en deduit que J = L et n 7 = rrij pour tout j £ J. □ 

Terminologie . Une famille X = {xi}i£j satisfaisant a la condition (iii) ci-dessus 
est dite libre sur Z. On dit aussi que les elements x t . i G I, sont lineairement 
independants sur Z. Autrement dit, X est une base de G si et seulement si 
c’est une partie libre et generatrice. 

On remarquera qu’une sous-famille non vide d’une famille libre sur Z est libre 
sur Z. 

Theoreme VI.2.2 (propriete universelle d’un groupe abelien libre). Soient G un 
groupe abelien, X une partie de G, jx l ’inclusion canonique de X dans G. 
Alors G est abelien libre de base X si et seulement si, pour tout groupe abelien 
A et toute application a : X — > A, il existe un unique morphisme de groupes 
f : G —> A tel que f o j x = a. 


Demonstration. Supposons que le groupe abelien G soit libre de base X. 

Existence de / : Notons X = {xi}i^j la base donnee de G. Tout element x de 
G s’ecrit de maniere unique x = Yliei n i x i, ou les ni sont des entiers mils sauf 
pour un nombre fini de i G I. Par consequent, si on pose f(x) = 'Yhi£i n i a ( x i), 
cette somme est bien definie. On verifie aisement que l’application / ainsi definie 
est un morphisme de groupes verifiant / o j x = a. 
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Unicite de / : Soit f : G —* A un autre morphisme de groupes veri- 
fiant f o j x = a. Alors, pour tout element Xi de X, on a f(xi) = f'(xi), d’ou 
f(x) = f'{x) pour tout element x de G. 

On suppose maintenant que le groupe abelien G est tel que pour tout groupe 
abelien A et toute application a : X — > A, il existe un unique morphisme de 
groupes / : G — > A tel que / o jx = a. C’est en particulier verifie si A = Z^ 
est libre de base X et a = ix est l’injection de X dans Z(‘ Y ). Le debut de la 
demonstration montre qu’il existe un morphisme de groupes g : A — » G tel que 
g°i x = jx- On verifie que les morphismes f et g sont reciproques Pun de P autre. 
Ce sont done des isomorphismes. □ 

Comllaiie VL2.1. Tout groupe abelien est isomorphe a un quotient d’un groupe 
abelien libre. 

Demonstration. Soit X une partie generatrice d’un groupe abelien G e to l’inclu- 
sion de X dans G. On considere le groupe libre de base X, Z^ x \ et jx l’inclusion 
de X dans ZS- X \ D’apres le theoreme (VI. 2. 2), il existe un morphisme de groupes 
/ : ZOO — > G tel que f o jx = o. Montrons que / est surjectif. En effet, tout 
element x de G s’ecrit 

x= ni<j{x il )= Y n lf(jx{x k )) = f[ Y n ijx(x k ) 
l^l^k L^l^k \l^l^k 

On en deduit que le groupe G est isomorphe au groupe /Ker(f). □ 

Comllaiie VI.2.2. Si p : G — > G' est un homomorphisme surjectif de groupes 
abeliens et si G' est libre, alors il existe un homomorphisme de groupes abeliens 
s : G' — > G tel que po s = idc ■ En particulier, s(G') est un facteur direct de G. 

Demonstration. Soit X une base de G 1 . Puisque p est surjectif, il existe une ap- 
plication j : X — > G telle que p o j = idx ■ D’apres le theoreme (VI.2.2), il existe 
un morphisme de groupes s : G 1 — > G tel que p o s = idc >■ On deduit de la 
proposition (VI. 1.4) que s(G') est facteur direct dans G. □ 

Remarque VI.2.2. L’egalite po s = idc implique que le morphisme s est injectif et 
done que le groupe G' est isomorphe au sous-groupe s(G') de G. Par consequent, 
on peut dire que, sous les hypotheses du corollaire (VI.2.1), le groupe G 1 est 
isomorphe a un facteur direct du groupe G. 

Exemice VL2. Montrer que sous les hypotheses ci-dessus, on a 

G = Ker{p)®s(G'). 

Terminologie . Avec les notations ci-dessus, on dit que s est une section de p. 
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Rang d’un groupe abelien libre 

Soient X et Y deux ensembles equipotents et (p : X — > Y vine application bijec- 
tive. On considere les groupes abeliens libres TlP^ et iP ainsi que les inclusions 
canoniques jx '■ X — > Z^ et jy ■ Y — > Tfi \ En appliquant le theoreme (VI. 2. 2) a 

jy o ip : X — v Z ^ ^ et jx ° 9 V 1 : Y — > lS x \ 

on obtient deux morphismes de groupes 

Z (x) -> Z (y) et Z (y) — > Z (X) 

qui sont des isomorphismes reciproques l’un de l’autre. On en deduit done la 
proposition suivante : 

Proposition VI.2.1. Si deux ensembles X et Y sont tels que que card(X) = 
card(Y), alors les groupes abeliens libres de bases X etY sont isomorphes. □ 

Ceci nous conduit a nous demander si le cardinal d’une base caracterise, a 
isomorphisme pres, un groupe abelien libre. Nous allons d’abord etudier le cas ou 
le groupe est engendre par une partie finie, puis etudier ensuite le cas general. 

Definition VI.2.2. Un groupe (non necessairement abelien) est dit de type fini 
s’il est engendre par une partie finie. 


Exemple VI.2.1. Pour tout entier n, Z” est un groupe abelien libre de type fini. 

Exercice VL3. Montrer que le groupe abelien (Q, +) n’est pas libre, n’est pas de 
type fini. 

Theoreme VI.2.3. 

(i) Un groupe abelien libre G est de type fini si et seulement s’il a une base 
finie. 

(ii) Dans ce cas, toutes les bases de G ont le meme nombre d’ elements. 

Demonstration, (i). II est clair que si le groupe G admet uue base finie, il est de 
type fini. 

Supposons que le groupe G est libre de type fini. Cela signifie que, d’une 
part, il admet une base X = et que, d’autre part, il admet une partie 

generatrice finie Y = {y\, . . . Pour tout j, 1 ^ j ^ k, il existe une partie 

finie Ij contenue dans I telle que yj £ ( x t)- Mais comme tout element x de G 
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{xi}i£L est une partie finie, generatrice, libre comme sous-famille d’une famille 
libre. 

(ii). Demontrons que I = L, ce qui prouvera que toutes les bases sont finies. 
On a L C I : supposons qu’il existe p contenu dans I et non contenu dans L. 
On peut done ecrire x p = YljeL n j x j- puisque {xj}j^L est une base de G. Par 
consequent, l’intersection 


(x P ) n Y 




est non vide, ce qui est en contradiction avec l’hypothese G = ©je/Oo)- 

Montrons maintenant que toutes les bases de G ont le meme nombre d’ele- 
ments. Soit {aq, . . . , x n } une base de G. On considere le sous-groupe 2 G de G. Un 
element x appartient a 2 G si et seulement si x = ^2i=i n i x i avec rq S 2Z, d’ou 


n 


2 G — 2 (xi). 


On a done 



(pour ce dernier isomorphisme, cf. exercice II. 6.1). Mais, (xi)/2(xi) — TL^TL pour 
tout i et, par consequent, G/2G — (Z/2Z) n . 

Si nous considerons un autre base {y i, . . . ,y p } de G, le meme raisonnement 
conduit a l’isomorphisme G/2G ~ (Z/2Z) P . On a done n = p et toutes les bases 


de G sont finies et ont meme nombre d’elements. 


□ 


Plus generalement, on a : 


Theoreme VI.2.4. Quels que soient les ensembles X et Y , 


[Z( x ' ) ~ Z^ y )] [card(X) = card(Y)\. 


Demonstration. On a deja vu a la proposition (VI. 2.1) que si card(X) = card(Y), 


alors le groupe libre Z W est isomorphe au groupe libre Z^ \ par un isomorphisme 


prolongeant une bijection donnee entre les deux ensembles equipotents X et Y. 


Precisons alors le cardinal de 7lQ x \ 


□ 


Lemme VL2.1. Si X est un ensemble fini, alors 7lP^ est un ensemble denombrable. 
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Demonstration. Si card(X) = n, le groupe Z^ est isomorphe au groupe Z n et on 
sait qu’un produit fini d’ensembles denombrables est denombrable (c/. appendice). 

□ 

Supposons que X et Y soient deux ensembles tels que les groupes Z^ et 1^ ) 
soient isomorphes. Si X est un ensemble fini, le resultat est un corollaire evident du 
theoreme (VI.2.3.(ii)). Supposons X infini, nous allons alors demontrer le lemme 
suivant : 

Lemme VI.2.2. Si X est un ensemble infini, alors cardfiL^' 1 ) = card(X). 

Demonstration. Posons X = et notons F(X) l’ensemble des parties finies 

de X. On considere l’application / : > F(X) qui a x associe la partie A x 

definie de la fagon suivante : 

- Si x = 0, on pose A x = 0. 

- Si x est non nul, il s’ecrit de maniere unique x = Yli<j<k n j x ij e t on pose 
A x — { x ii > • • • ) .■ } • 

II est clair que / est une application surjective. D’autre part, pour toute partie 
A de J-(X), f~ 1 (A) est contenu dans Z^) qui, d’apres le lemme (VI. 2.1), est 
denombrable puisque A est finie. 

Mais, si / est une application surjective d’un ensemble E sur un ensemble 
infini F telle que, pour tout element x de F, / _1 (x) soit denombrable, alors les 
ensembles E et F sont equipotents (c/. appendice). 

On en deduit done que card( Z^) = card(F(X)). Mais, lorsque l’ensemble X 
est infini, les ensembles X et J-(X) sont equipotents (c/. appendice). D’ou le 
lemme. Par consequent, si les groupes Z^ et Z^ ^ sont isomorphes, on a 

card(X) = card( Z^) = car d( Z (y) ) = cardiY). □ 

Remarque VI.2.3. La demonstration ci-dessus et le TR.I.B montrent que pour tout 
ensemble X , il existe un groupe abelien equipotent a X. Autrement dit, sur tout 
ensemble on peut definir une structure de groupe, comme cela a ete precise a la 
remarque (I.l.l.d). 

Les considerations precedentes conduisent a la definition suivante : 

Definition VI.2.3. Si G est un groupe abelien libre, le cardinal d’une base de G 
est appele le rang de G. 
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On remarquera que si G et H sont des groupes libres de rangs finis respectifs 
p et q, alors G0ff est un groupe libre de rang p-\- q. 

Sous-groupes d’un groupe abelien libre 

Nous avons admis au chapitre III qu’un sous-groupe d’un groupe libre est un 
groupe libre. Nous allons ici montrer que ce resultat est egalement vrai dans le 
cadre des groupes abeliens. 

Attention. Notons A la classe des groupes abeliens et Q celle des groupes. II est 
evident que A est contenue dans Q. Cependant, un groupe abelien libre G n’est 
pas un groupe libre lorsqu’on le considere dans Q. II suffit. pour s’en convaincre 
de remarquer que si X est un ensemble ayant au moins deux elements distincts, 
le groupe abelien libre de base X est abelien par definition, alors que le groupe 
libre de base X n’est pas abelien (cf. remarque Ill.l.l.b). Par consequent, le fait 
qu’un sous-groupe d’un groupe libre soit un groupe libre n’implique pas qu’il en 
soit de meme pour les groupes abeliens. 

Theoreme VI.2.5. Tout sous-groupe d’un groupe abelien libre est un groupe abelien 
libre. 


Demonstration. Nous allons donner d’abord une demonstration elementaire dans 
le cas du rang fini, qui permet de preciser que le rang du sous-groupe est inferieur 
ou egal au rang du groupe ; le cas infini necessite une demonstration plus elaboree. 

Le groupe reduit a 1’ element neutre etant libre de base l’ensemble vide, dans 
la suite on ne considerera que des sous-groupes non triviaux. 

(VI. 2. 5.1). Supposons que G soit un groupe abelien libre de rang fini n; nous 
allons faire un raisonnement par recurrence sur n. 

Si n = 1, le groupe G est isomorphe a Z. Tout sous-groupe de G est done 
isomorphe a un kZ, done a Z et, par consequent, est un groupe abelien libre de 
rang 1. 

Supposons le resultat vrai pour les groupes abeliens libres de rang r ^ n — 1 
et soit G un groupe libre de rang n. Alors G est isomorphe a Z n ; considerons le 
morphisme de groupes p : Z n — > Z defini par p((x i, . . . ,x n )) = x n . II est clair 
que Ker(p ) = {(xi, . . . ,x n _i,0 )[ Xi G Z} est un groupe isomorphe a Z” _1 , done 
libre de rang 77—1. Tout sous-groupe de G est isomorphe a un sous-groupe H de 
Z n . On a p(H) = oZ ; si a = 0, alors H est contenu dans Ker(p ) et le resultat 
decoule de l’hypothese de recurrence. Si a A 0, p(H) es t un sous-groupe de Z, 
done libre, et le morphisme H — > p{H) est surjectif et a pour noyau H n Z n_1 , 
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qui est libre par hypothese de recurrence. On deduit de l’exercice (VI. 2) que 
H ~ ( H n Z n_1 ) @p(H), et H est un groupe abelien libre comme somme directe 
de groupes abeliens libres. De plus, p(H ) est de rang inferieur ou egal a 1 et 
( H nZ n_1 ) est, par hypothese, de rang inferieur on egal a n— 1. D’ou le resultat. 

(VI. 2. 5. 2). Considerons maintenant un groupe abelien libre G ^ {0} de base 
X = {xi}i£i quelconque et H un sous-groupe propre de G. 

Pour tout k £ /, on note n k : G — > Z le morphisme fc ieme coordonnee, i.e. 
^ rjfc(ff) = n k avec g = Yliei n Hi- 

On peut toujours supposer que I est muni d’une structure d’ensemble bien 
ordonne ( cf. appendice) . Pour tout t £ I, on note Gt le sous-groupe de G engen- 
dre par les elements Xi pour i ^ t, et on pose H% = H D Gt- L’image de Ht par 
7 Tt est un sous-groupe de Z, nt(Ht) = Z at- On note yt un element de Ht tel que 
v Tt(yt) = at- Si a t = 0, on prend y t = 0. 

Pour tout s£l, on considere K s le sous-groupe de G engendre par les elements 
yt pour t V S- Done Kt est contenu dans Ht, pour tout t. Nous allons montrer 
que, pour tout s 6 I, K s = H s , ce qui prouvera que le sous-groupe H lui-meme 
est engendre par les elements (y s ) s g/. 

Supposons que, par hypothese de recurrence, on ait : pour tout t < s, Kt = Ht- 
Cette hypothese est bien verifiee pour le plus petit element de I. Pour tout element 
x £ H s , on a 7r s (x) = qa s , q £ Z, done x — qy s s’ecrit comme combinaison lineaire 
d’un nombre fini de Xj, avec i < s. On a done x — qy s £ Ht, avec t < s. D’ou, 
d’apres l’hypothese de recurrence, x — qy s £ Kt- Mais, Kt C K s et, par consequent, 
l’element x appartient a K s , d’ou K s = H s . 

Ce qui precede prouve que la famille (y s )sel es t generatrice de H. Montrons 
maintenant que la sous- famille des y s qui ne sont pas nuls est libre sur Z. Sup- 
posons qu’il existe une relation S = 'Yhfi n i e n-tyi = 0, dans laquelle il existe des 
termes non nuls. On note k le plus grand indice i tel que myt ^ 0. Puisque 
TTfc(yi) = 0 pour i < k, on a 7 T k (n k yk) = ^k(S) = 0. Mais, n k (n k y k ) = n k a k et, 
puisque a k ^ 0, on doit avoir n k = 0, ce qui est contraire a l’hypothese. 

On en deduit que la famille des (y s )s£l qui sont non nuls est une base de H, 
qui est done un groupe abelien libre. □ 

Comllaiw VI.2.3. Si H est un sous-groupe d’un groupe libre G, alors 
rang(H) ^ rang{G). 

Demonstration. Si le groupe G est de rang fini, le resultat a ete demontre en 
(VI. 2. 5.1). Supposons G de rang infini. Si H est de rang fini, le resultat est bien 
clair. Si H est de rang infini, d’apres le lemme (VI. 2. 2), on a rang(H) = card(H) 
et rang{G ) = card{G). Comme H C G, on en deduit que rang(H) ^ rang(G). 

□ 
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Attention. Comme cela a ete mentionne a u chapitre III, ce resultat de compa- 
raison entre le rang d’un groupe libre et le rang de ses sous-groupes est faux pour 
les groupes non abeliens. 

Conollaire VI.2.4. Si G est un groupe abelien engendre par n elements, tout sous- 
groupe H de G admet une partie generatrice ayant au plus n elements. 


Demonstration. D’apres la demonstration du corollaire (VI.2.1), il existe un mor- 
phisme surjectif de groupe / : Z n — > G. L’image reciproque de H par / est un 
sous-groupe K de Z n , done libre de rang p ^ n. L’image par / d’une base de K 
est une partie generatrice de H . □ 

Remarque VI.2. . Si G est un groupe libre de rang fini, si H et K sont deux sous- 
groupes tels que G = H © K , alors rang{G) = rang(H) + rang(K). 

VI. 3. Groupes abeliens de torsion 


Definition VI.3. . Un groupe abelien G est dit de torsion si tout element 
de G est d’ordre fini (Le. \/x e G,3n € Ztel quemc = 0). II est dit sans 
torsion si tout element, different de l’element neutre, est d’ordre infini (Le. 
Vx G G, x 7 ^ 0 , nx = 0 implique n = 0). 


Exemples VI.3.1. 

a) (Z,+) est sans torsion. Plus generalement, un groupe abelien libre est sans 
torsion. 

b) (Q, +) est sans torsion. 

c) Tout groupe fini est de torsion. 

d) (Q/Z,+) est de torsion. 

e) (C*, x) possede des elements d’ordre infini et des elements, differents de 
l’element neutre, d’ordre fini. 


Proposition - Definition VI.3.1. Soit G un groupe abelien. L ’ensemble forme des 
elements d’ordre fini de G, est un sous-groupe T{G) de G. C’est le 
sous-groupe de torsion de G. Si T{G ) G, le groupe G/T{G) est sans torsion. 
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Demonstration. Si G est un groupe sans torsion alors T{G) = 0, si G est un groupe 
de torsion alors T{G) = G; dans ces deux cas le resultat est trivial. 

Supposons que G soit un groupe tel que T{G) soit distinct de G et de {0}. 
Soient x et y deux elements de T{G) ; notons p (resp. q) l’ordre de x (resp. y ). On 
a pq{x — y) = 0, done (x — y) £ T(G) et T(G) est un sous-groupe de G. Soit x un 
element du groupe G/T(G). S’il existe p £ N* tel que px = 0, on a px £ T(G'), 
i.e. il existe q £ N* tel que qpx = 0, d’ou x £ T(G) et x = 0, d’ou G/T{G) est un 
groupe sans torsion. □ 

Exencice VL . Soient G un groupe abelien et H un sous-groupe de G. Montrer 
que 

a) T{H) = H O T(G). 

b) T(G)/T(H) est un sous-groupe de T(G/H). 

Proposition - Definition VI.3.2. Soient G un groupe abelien et p un nombre premier. 
L’ensemble G(p), forme des elements de G dont I’ordre est une puissance de p, 
est un sous-groupe de G, appele composante p-primaire de G. □ 

Theoreme VL3.1. Soient G un groupe abelien de torsion et V V ensemble des 
nombres premiers. Alors G est egal a © pe p G{jp). 

Demonstration. Soit x un element d’ordre n de G. On considere n = p 7 f . . . pff 
la decomposition en facteurs premiers de n et on pose n* = n/pf . 1 ^ i ^ k. 
Les nombres entiers n* sont premiers entre eux dans leur ensemble done, 
d’apres le theoreme de Bezout, il existe des nombres entiers a\,...,ak tels que 
a i n i = 1- On en deduit que 

x = lx = ai{n\x) + . . . + afc(nfcx), 

ou, pour 1 ^ i ^ k, HiX est d’ordre pf. Par consequent, 

* £ ^ £ g (p)> 

V 

d’ou G C G(p)- Comme l’inclusion dans l’autre sens est evidente, on a 

G = Y,G(P). 

v 

Montrons que cette somme est directe. Soit p$ un element de V et soit 

x£G(p 0 )O ^2 g (p)- 

p¥ z P(hP£'P 
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II existe {pi, . . . ,p n } C (V \ {po}) tel que x = x\ + ... + x n , avec Xi G G(pi). 
Chaque Xi, 1 ^ i ^ n, est d’ordre p s f et, puisque les pi sont premiers et que le 
groupe G est abelien, x est d’ordre p* 1 ...pf?. Mais, puisque x G G(po), il est 
aussi d’ordre pg°, d’ou x = 0. On a done 

G = ©G(p). □ 

p&v 


Exetvice VL5. 

1. Montrer que si G est un groupe abelien fini et si p est un nombre premier 
divisant l’ordre de G, alors G(p) est le p-sous-groupe de Sylow de G. 

2. Soit G un groupe abelien fini d’ordre n et soit n = p r f . . . p r k k la decompo- 
sition de n en facteurs premiers. Montrer que G = ©1 G (Pi)- 

3. En deduire que si G un groupe abelien fini d’ordre n, pour tout diviseur 
d de n, le groupe G possede un sous-groupe d’ordre d. (On rappelle que ceci est 
faux pour les groupes non abeliens.) 

Proposition VI.3.3. Soit G un groupe abelien de type fini. Alors, 

(i) G est de torsion si et seulement si G est fini 

(ii) G est sans torsion si et seulement si G est libre. 


Demonstration, (i). II est clair que tout groupe fini est de torsion. 

Soit G un groupe abelien de type fini de torsion et soit {sq, . . . , x n } une famille 
generatrice de G. Chaque element Xj, 1 ^ i ^ n, est d’ordre fini pj. Par consequent, 
dans toute ecriture d’un element x quelconque de G, x = Y2i<i<n n i x i’ on P eu t 
supposer que 0 C n, : C Pi — 1- On a done 


G = 


Y rnxi 


ou les Hi ne prennent qu’un nombre fini de valeurs, par consequent le groupe G 
est fini. 

(ii). II est clair qu’un groupe abelien libre est sans torsion. 

Soit G un groupe abelien de type fini sans torsion et soit {x\, . . . ,x s } une 
famille generatrice de G. On va faire un raisonnement par recurrence sur s. 

Si s = 1, G est isomorphe a Z et done libre de rang 1. 
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Supposons le resultat vrai pour les groupes engendres par r ^ s — 1 elements. 
Si la famille {xi, . . . , x s } est libre, c’est une base et le groupe G est libre. Sinon, 
considerons une combinaison lineaire nulle liant les generateurs de G, 

T n i X i = °- 

Les coefficients rii etant dans Z et le groupe G etant sans torsion, on peut supposer 
que les rii sont premiers entre eux dans leur ensemble (sinon, on met en facteur 
le pgcd des rii et on utilise l’hypothese que le groupe est sans torsion). 

Si l’un des coefficients, par exemple rik, est egal a 1, on a 

x k = ^2 riiXi 

et le groupe G est engendre par les s — 1 elements b es t done libre 

par hypothese de recurrence. 

Si tous les coefficients rii sont distincts de 1, il existe au moins deux coeffi- 
cients rij et rik tels que \rij\ > \rik\ > 0. En faisant la division euclidienne de 
rij par n^, on a \rij — qn^ \ < \rik\- On pose x' k = Xk + qxj ; il est clair que 
{xi, . . . , Xj , . . . , x'u, • • ■ , est une partie generatrice de G. D’autre part, on a 

nixi + . . . + (rij — qrik)xj + . . . + rikx' k + . . . + n s x s = 0 

ou les coefficients sont premiers entre eux dans leur ensemble et | rij — qrik \ < \rij\- 
Alors, ou bien | rij — qrik\ = 1 et on est ramene au cas precedent, ou bien 
| rij — qrik \ > 1 et on reitere le precede. Comme ce precede converge vers le pgcd 
des rii, on arrivera, en un nombre fini d’etapes, a ce que l’un des coefficients soit 
egal a 1. 

Dans tous les cas, on se ramene a une famille generatrice constitute de (s — 1) 
elements au plus et, par hypothese de recurrence, le groupe G est libre. □ 

Attention. Cette proposition est fausse, en general, pour les groupes non abe- 
liens et pour les groupes abeliens qui ne sont pas de type fini (contre-exemple : 

(Q,+)j. 

VI. 4. Structure des groupes abeliens de type fini 

Proposition VI.4.1. Tout groupe abelien G de type fini est somme directe d’un 
groupe libre de rang fini et d’un groupe fini (qui est son sous- groupe de tor- 
sion T{G) ). 
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Demonstration. II est clair que l’image dans G/T(G ) d’une partie generatrice de 
G est une partie generatrice de G/T(G), il est done de type fini. On sait, d’apres 
la proposition-definition (VI. 3.1), que le groupe G/T(G ) est sans torsion, done, 
d’apres la proposition (VI. 3. 3), G/T(G) est libre, de rang fini. 

D’autre part, la projection canonique 7r : G — > G/T(G ) a pour noyau T{G) 
et, d’apres le corollaire (VI. 2.1), la remarque (VI. 2. 2) et l’exercice (VI. 2), on a 
G — T{G) © G/T{G). II existe done un sous-groupe libre de rang fini F de G, 
isomorphe a G/T(G), tel que G = T(G ) © F. 

Supposons qu’on ait G = H®K, avec H groupe fini et K groupe libre de rang 
fini. Puisque H est un sous-groupe fini de G, on a H C T{G). D’autre part, tout 
element x 0 de T{G) s’ecrit de maniere unique x = h + k avec h E H et k E K. 
En notant p l’ordre de x, on a ph + pk = 0, i.e. ph = —pk. Mais H 0 K = {0}, 
d’ou pk = 0 et, puisque K est libre, k = 0. Par consequent H = T{G) ; on en 
deduit que K ~ G/T(G). □ 

La decomposition ci-dessus etant unique, a isomorphisme pres, le rang du 
groupe libre F est parfaitement determine, et done le groupe F aussi (a isomor- 
phisme pres). Nous allons maintenant donner une description precise de la partie 
de torsion coiiune somme directe de groupes cy cliques. 

Pour cela, nous allons d’abord etablir le resultat fondamental suivant : 

Theoreme VI.4.1. Soient G un groupe abelien libre de rang fini n et H un sous- 
groupe de G. Alors 

(i) II existe une base (e±, , e n ) de G, un entier q ^ n, une famille d’entiers 
positifs ai, ... ,a q tels que 

a) ai divise Oj+i, 1 ^ i ^ q — 1 

b) (aiei, . . . , a q e q ) soit une base de H 

(ii) Les entiers q, ai,...,a q verifiant ces conditions sont uniquement deter- 
mines par la donnee de G et H . 

Demonstration, (i). Si H = {0} le resultat est trivial; on suppose done H {0}. 
Nous allons faire un raisonnement par recurrence sur n. 

Si n = 1, le groupe G est isomorphe a Z et le resultat concernant les sous- 
groupes de Z est deja connu. 

On suppose le theoreme vrai pour les groupes libres de rang inferieur ou egal 
a (n — 1). 

Soit (xi)i^i^ n une base de G et (7Tj)i^j^ n les fonctions coordonnees associees a 
cette base. Rappelons qu’elles sont definies de la maniere suivante : tout element x 
de G s’ecrivant de maniere unique x = J2i<i<n n i x ii on pose n i(x) = n{. 
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Pour tout u G Hom(G, Z), u(H) est un sous-groupe de Z, done de la forme 
Za u . On a done un ensemble de nombres entiers positifs ou nuls (a u ). Puisque H 
est non nul, il existe au moins une fonction coordonnee qui ne s’annule pas sur H, 
il existe done des a u non nuls. On pose 

O = inf u <zH 0 m(G,Z.)( a u) 

et on note / un element de Hom(G, Z) correspondant a a, i.e. f(H ) = Za. Soit 
h G H tel que f(h) = a ; ecrivons h = X)i<i<n ^ i x i ■ 

Lemme VI.4.1. Pour tout i, 1 ^ i ^ n, a divise hi. 

Demonstration. Soit d le pged de a et hi] il existe des entiers r et s tels que 

d = rhj + sa = riTi(h) + sf(h ) = (r7Tj + sf)(h). 

Comme (r7Tj + sf ) G Hom(G, Z), il existe un a tel que (r7r* + sf)(H) = Za. On 
a done TLd C Za. Puisque d divise a, on a Za C Z d. On a done Za C Za. On en 
deduit que a divise a et, par minimalite de a, a = a. On a done Z d = Za, d’ou a 
divise d, done a divise hi. 

Par consequent, pour tout i, 1 ^ i < n, il existe gi G Z tel que /ij = agi. On 
pose g = J2i^ n 9i x i- On a h = ag, done f(h) = f(ag) = af(g), mais comme 
f(h) = a, on a f(g) = 1. Le morphisme / : G — > Z admet done une section A 
definie par A(l) = g. Le groupe A(Z) est isomorphe a Z, done libre de rang 1. Il 
s’identifie au sous groupe de G engendre par g, que nous noterons (g), qui est done 
lui aussi libre de rang 1. On deduit du corollaire (VI. 2.1), de la remarque (VI. 2. 2) 
et de l’exercice (VI. 2) que G = (g) © Ker(f). Par consequent, Ker(f) est un 
groupe libre de rang n — 1 et 

H = ((g)nH)®(Ker(f)nH). 

De plus, pour tout element y de H, on a f(y ) = ba avec b G Z, d’ou 
y = bh + (y — bag), et (y — bag ) G ( Ker(f ) O H ), puisque f(g) = 1. Ceci, et 
l’unicite de l’ecriture de tout element de H en fonction de la decomposition en 
somme directe donnee ci-dessus, impliquent que (g) n H = (h). On a done 

H = (h)®{HnKer{f)). 

Par hypothese de recurrence appliquee au groupe Ker(f) et son sous-groupe 
Ker(f) PI H , il existe 

- une base (e 2 , . . . , e n ) de Ker(f), 
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- un entier q ^ 2, 

- des entiers positifs 02, • • • , a q , avec 02 | <23 | ... | a q , 

tels que (0262 , . . . , a q e q ) soit une base de Ker(f) n H. 

Posons a\ = a et e\ = g (i.e. a\e\ = /i). On deduit de ce qui precede que 
(aiei, CL 2&21 • • • , a q e q ) est une base de H. 

Montrons que ai divise 02- On considere le morphisme v : G — > Z defini par 
v(e{) = v(e 2 ) = 1 et v(ei) = 0 pour i ^ 3. Alors, a = a± = v(a\e\) = u(/i) et, 
puisque v(H) = Z/3, on a Za C Z/?. D’ou, par minimalite de a, Z (3 = Z a = 7La\. 
D’autre part, 02 = ^(0262) G u(i7) = Z/3, done 02 G Zai, ie. a\ divise 02- 

(ii). Pour demontrer l’unicite des entiers q, a ±, . . . , a q , nous allons d’abord de- 
duire de (i) un theoreme de structure des groupes abeliens de type fini. La de- 
monstration du theoreme (VI.4.1.(ii)) sera faite pages 150 et 151. □ 

Theoreme VI.4.2 (de structure des groupes abeliens de type fini). Soit G un groupe 
abelien de type fini. II existe un unique entier p et une unique famille (a \, . . . , a r ) 
d’ entiers superieurs ou egaux a, 2, avec ai divise a^i pour 1 ^ i ^ r — 1, tels que 

G ~ Z p © Z/aiZ ® . . . © Z/a r Z. 

Demonstration. Existence : Soit (aq, . . . , x n ) une famille generatrice de G. II existe 
un morphisme surjectif / : Z n — > G tel que G — Z n /ker(f). D’apres le theo- 
reme (VI.4.1), il existe une base (ei,...,e n ) de Z n , un entier q, 1 Sj q ^ n, 
des entiers positifs ai, . . . ,a q , avec ai divise aj+i pour 1 ^ i ^ (q — 1), tels que 
(aiei, . . . , a q e q ) soit une base de Ker(f). On pose a q+ \ = . . . = a n = 0, alors 

Z n /Ker(f) ~ © fiLeilTLaid). 

Mais, pour tout i, on a Zej/Zajej ~ Z/a^Z et, si ai = 0, Z/a*Z = Z. D’ou, en 
posant p = (n — q) . et en eliminant les ai eventuellement egaux a 1 , 

G ~ Z p © Z/aiZ © ... © Z/a r Z. 

Unicite : Supposons qu’il existe deux families de nombres entiers (p, a ±, . . . , a r ) 
et (q, 61 , . . . , b s ) telles que 


G ~ IT © Z/aiZ ©...© Z/a r Z 


et 


G ~ Z 9 © Z/61Z © . . . © Z/6 S Z. 
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Chacune de ces deux sommes est une decomposition de G en la somme directe 
d’un groupe libre de rang fini et d’un groupe fini. D’apres la proposition (VI.4.1), 
cette decomposition est unique; on en deduit que Z p ~ Z q , i.e. p = q, et que 

0 Z/aiZ ~ T(G) ~ 0 Z/ 6 jZ. 


D’apres le theoreme (VI. 3.1) ou l’exercice (VI. 5. 2), si \T(G)\ = p^ ■ ■ ■ 'Pk ■ on a 

T(G) = 0 G(pi). 

Supposons que l’unicite de la decomposition en somme directe du theo- 
reme (VI. 4. 2) soit verifiee pour les groupes G(pi), 1 ^ i ^ k. Montrons que 
cela entraine l’unicite de la decomposition pour le groupe T{G). 

On a done 

0 Z/a*Z ~ T(G) ~ 0 Z/biZ 

avec ai|a 2 | . . . | a r et 6 i 1 62 1 • • • | b s . 

Notons Xi un generateur de Z/a*Z, 1 ^ i ^ r. Alors l’ordre de x t . o{xi ) = a*, 
divise \T(G)\. Done, 

a-i = Pi*’ 1 ■ ■ ■ Pk' h avec 0 ^ ^ tj 


et 


tj = J2 W *,j 


avec ^i,j car 


On en deduit done que pour tout i, 1 ^ i ^ r, on a (xj) = oa 

o(xij) = pj 1 ’ 1 ■ Par consequent, 


T{G) = 0 





Comme | | = p^' i+ - +Wr ' j = p^ on a 


0 ( x i,j) = G{Pj ) 


148 


qui, par hypothese, a une unique decomposition en somme directe de groupes 
cy cliques. 


VI. 4. Structure des groupes abeliens de type fini 


Le meme raisonnement, en utilisant l’autre decomposition de T{G) et en no- 
tant Hi un generateur de Z/hjZ, donne 

bi = p 1 . . . p k avec 0 ^ j ^ tj 


et 

tj = 22 W i,j et W i,j ^ W i+l,j CaI b i\b i+ i 

et 

T ( G ) = 0(0 (yij ) j 

1 / 

avec 

0 (yij) = G(pj). 

On est done ramene a demontrer l’unicite de la decomposition en somme 
directe de groupes cycliques pour les p-groupes abeliens de type fini, ce qui sera 
fait au lemme (VI. 4. 2) ci-dessous. Mais remarquons tout de suite qu’on deduit de 
ce lemme (VI. 4. 2) que r = s et Wij = w[ j pour tout i et j , d’ou a* = 6 * pour 
tout i, 1 ^ i ^ r. 

Lemme VI.4.2. Soient p un nombre premier et P un p-groupe abelien fini tel que 

P ~ 0 Z/aiZ ~ 0 Z/bjZ 

l^i^r l<i^s 

avec ai|a 2 | . . . \a r et 1 62 1 ■ ■ ■ \b s - Alors, r = s et, pour tout i, 1 ^ ^ r, a, = 6 j. 

Demonstration. On remarquera qu’on a necessairement at = p ai et bj = p @ j , 
les relations de divisibility ci-dessus se traduisant alors par a\ ^ ^ a r et 

/3i ^ ^ /3 S , la conclusion se traduit par r = s et cq = /%, pour tout i, 1 ^ i < r. 

Ecrivons |P| = p t et faisons un raisonnement par recurrence sur t. 

Si t = 1, on a r = s = 1 et a\ = = 1. 

Supposons t > 1 et le resultat vrai pour les p-groupes d’ordre p u pour 
u ^ (t — 1). On note H p le p-sous-groupe de P forme des elements de P qui sont 
d’ordre p. Un element x de H p s’ecrit de maniere unique 

x = 22 niXi , avec Xi generateur de Z/p^Z, 0 ^ ni < p a % 1 ^ i ^ r. 
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Puisque px = 0, on a priiXi = 0, i.e. p ai \prii, pour tout i, 1 < i ^ r, d’ou on a 
rii = mip( ai ~ 1 \ Comme on a 0 ^ n; < p ai , on a 0 ^ mj < p. 

Par consequent, on a H p = Yli<i<r m i x i’ avec 0 ^ rrii < p. On en deduit que 
\H P \ =p r . 

En utilisant l’autre decomposition de P en somme directe, le meme raisonne- 
ment donne \H p \ = p s . On en deduit done que r = s. 

On considere 

K p = {x € P\3x' e P, x = px'}. 

Un element x de P appartient a K p si et seulement si x s’ecrit x = Yli<i<rP n i x i- 
Par consequent, 

k p= (p®*) 

on (pxi) designe le sous-groupe engendre par pxi. 

Un generateur x t appartient a H p si et seulement si on = 1. Supposons qu’on 
ait ai = . . . = ah = 1 et 1 < a^+i ^ ^ a r . Alors 

K p = © (P X J 

et \pxi\ = 

En utilisant l’autre decomposition de P en somme directe, on obtient 

K P= © (PVj) 


et \pyj\ = p^i~ x \ 

Si tous les termes ck* sont egaux a 1, alors K p = 0, d’ou h! = r et /% = 1 pour 
tout i. 1 ^ i ^ r, d’oii le resultat. 

Si h < r, K p est un sous-groupe propre de P, done d’ordre p u , avec 1 ^ u < t. 
En appliquant l’hypothese de recurrence an p-groupe K p , on obtient h! = h et 
ai = pour (h + 1) ^ i ^ r. Puisqu’on a = /3j = 1 pour 1 ^ i O, on a 
done a.i = /3j pour tout i, 1 ^ i ^ r, et le lemme est demontre, ce qui acheve la 
demonstration du theoreme (VI. 4. 2). □ 

Demonstration du theoreme (VI.4-l.(ii))- Soit H' le sous-groupe de G de base 
II est clair que H C H' . De plus, puisque ai| . . . \a q , 

H' = {x € G | 3A € Z, Ax € H}. 
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Par consequent, H' /H est le sous-groupe de torsion de G/H. Ceci determine H ' , 
done son rang q, de maniere unique. 


VI. 4. Structure des groupes abeliens de type fini 


D’ autre part, on a 


H'/H ~ 



/ © 


2 'jCLj G-i 




© (Z/oiZ). 


On deduit du theoreme (VI. 4. 2) l’unicite des elements (cq)]^^. □ 

La decomposition en somme directe d’un groupe abelien de type fini donnee 
par le theoreme (VI. 4. 2) s’appelle la decomposition canonique. 


Exercice VL6. Soit G un groupe abelien fini. Montrer qu’il existe un element x de 
G dont l’ordre est le ppcm des ordres des elements de G. (On decompose G sous 
la forme donnee par le theoreme (VI. 4. 2), on note y la classe de 1 dans Z/a r Z, et 
on pose x = (0, . . . , 0, y ) .) 


Definition VIA. . Les elements a,, 1 ^ i ^ q. du theoreme (VI. 4.1) sont appe- 
les les facteurs invariants de H dans G. Si // = G. on dit que ce sont les 
facteurs invariants de G. 


Si G est un groupe abelien fini, (par exemple le sous-groupe de torsion d’un 
groupe abelien de type fini), notons p ^ . . . pi la decomposition en facteurs pre- 
miers de |G|. Comme on l’a vu dans la demonstration du theoreme (VI. 4. 2), 
chaque facteur invariant aj de G, 1 ^ i ^ q, s’ecrit 

CLi = p 1 - - - P k aveC 0 ^ w i,j ^ tj 


et 


tj = J2 Wi ’i 

l<d^q 


avec Wij ^ w i+i.j car ai|aj+i. 


Les facteurs invariants etant uniquement determines, il en est de meme des 
termes p- 1,3 . 


Definition VI.4.2. Les entiers dij = pj t,j , pour 1 V i V Q et 1 V j V k, sont 
appeles les diviseurs elementaires de G. 

Puisque les entiers pj sont premiers, il est clair que les entiers d{j, pour i fixe 
et 1 ^ j V k, sont premiers entre eux deux a deux. On en deduit que, pour tout i, 
1 ^ i ^ g, on a 

Z/cijZ ~ Z/dijZ. 
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Definition VI.4.3. Soit G un groupe abelien fini. En ecrivant les diviseurs ele- 
mentaires de G dans l’ordre croissant, chacun d’entre eux etant ecrit un nombre 
de fois egal au nombre de fois ou il apparait dans l’ecriture des facteurs in- 
variants de G, on obtient une suite finie de nombres entiers qu’on appelle le 
type de G. 


Remarque VIA. . Lorsqu’on a le type d’un groupe abelien fini G. le nombre maxi- 
mum d’occurrences d’un meme facteur premier de |G| qui apparait dans le type 
donne le nombre de facteurs invariants de G. 

Conclusion 

Soit G un groupe abelien fini. On determine ses facteurs invariants (c/. 
TR.VI.C) (cLi)i^i^ q et on en deduit sa decomposition canonique 

G ~ ® Z/aiZ. 

On calcule ses diviseurs elementaires, qui permettent de determiner le type 
(ci, . . . , c a ), et on a 

G ~ © Z/qZ. 

De plus, en regroupant dans cette derniere somme directe les termes correspondant 
a un meme facteur premier p de |G|, on a la decomposition en somme directe de 
la composante p-primaire G(p). 

Ceci peut se resumer sous forme d’un tableau. Soit G un groupe abelien fini, 
|G| = • • • Pk decomposition de son ordre en facteurs premiers, a\,...,a q ses 

facteurs invariants, dij = p- ses diviseurs elementaires. On ecrit 



Pi 

P2 

■ Pj 

Pk 

a\ 

Wl,l 

Wl,2 ■ 

■ W h3 ■ 

Wl ,k 


W2,l 

W2,2 ■ 

■ W 2 ,j ■ 

W2 ,k 

cii 

m,i 

m, 2 

■ Wij ■ 

Wi,k 

a q 

W q, 1 

VJ q , 2 ■ 


Wq,k 


Les colonnes donnent le type des composantes p-primaires de G. Par exemple 
la j eme _colonne donne le type de la composante pj-primaire G(pj) et on a 
Wlj < W 2 ,j < W q j. 
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Les lignes permettent de reconstituer les facteurs invariants. Par exemple, la 
i eme -ligne permet de reconstituer le facteur invariant aj, par a* = Y\i<j<kPj’ t ’ j ■ 
Pour obtenir le tableau ci-dessus : 

- ou bien on connait les facteurs invariants, il suffit alors d’ecrire la decom- 
position en facteurs premiers de chacun d’eux ; 

- ou bien on connait le type du groupe, et le nombre de lignes du tableau 
est donne par la remarque (VI. 4.1). Le fait que chaque facteur invariant 
contient une puissance ( event uellement nulle) de chaque nombre premier pi 
et que aj divise aj+i donne une determination unique des Wij. 

Exemples VL4.1. 

a) Soit G un groupe de type (2, 2, 3, 2 3 , 5, 3 2 ). On veut determiner les facteurs 
invariants de G et sa decomposition canonique. Le nombre premier qui apparait 
le plus grand nombre de fois est p\ = 2 qui apparait trois fois. II y a done trois 
facteurs invariants. Ce sont : 

a\ = 2, 02 = 2 x 3 = 6, 03 = 2 3 x 3 2 x 5 = 360. 

D’ou la decomposition canonique 

G ~ Z/2Z © Z/6Z © Z/360Z. 

b) Soit G — Z/20Z©Z/30Z. Puisque 20 ne divise pas 30, cette decomposition 
de G n’est pas la decomposition canonique. 

Cher chons les diviseurs element aires de G. On a 

20 = 2 2 x 5 et 30 = 2 x 3 x 5, 

et G est de type (2, 3, 2 2 , 5, 5). On en deduit la decomposition de G en somme 
directe de ses composantes p-primaires : 

G ~ (Z/2Z © Z/4Z) © Z/3Z © (Z/5Z © Z/5Z). 

Les facteurs invariants sont done 2x5 = 10 et 4x3x5 = 60, etla decomposition 
canonique de G est 

G ~ Z/10Z © Z/60Z. 

Exevcice VL7. Determiner le type, les facteurs invariants, les composantes p- 
primaires du groupe 

G = Z/4Z © Z/6Z © Z/7Z © Z/8Z © Z/18Z. 
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THEMES DE REFLEXION 


X TR.VI.A. Xang d’un groupe libre 

Nous allons, dans cette partie, montrer des resultats concernant les groupes 
libres non abeliens evoques dans le chapitre III, et plus particulierement, la reci- 
proque du theoreme (III. 1.3) : 

Soient X et Y deux ensembles. Si les groupes libres L(X) et L(Y) sont iso- 
morphes, alors les ensembles X et Y sont equipotents. 

La raison d’etre de cette etude concernant des groupes non abeliens dans le 
chapitre consacre aux groupes abeliens est que, par abelianisation, nous passerons 
a des groupes abeliens et nous utiliserons alors des resultats concernant les groupes 
abeliens. 

Nous allons, pour la commodite du lecteur, faire quelques rappels de notions 
etudiees au TR.II.A. 

Soit G un groupe ; pour tous x et y elements de G, on pose [x, y\ = xyx~ 1 y~ 1 . 

Cet element de G est appele commutateur de x et y. On remarquera que le 
groupe G est abelien si et seulement si, pour tous x et y elements de G, on a 
[x,y\ = 1 . 

On note D{G) le sous-groupe de G cngcndre par les commutateurs [x, y] pour 
x et y parcourant G et on l’appelle sous-groupe derive de G. 

Le sous-groupe D{G) est normal dans G et le groupe G/D(G) est abelien. Si 
H est un sous-groupe normal de G , le groupe G/ H est abelien si et seulement si 
D(G) C H. 

Soient X un ensemble et L(X) le groupe libre de base X ( cf . chapitre III). 

On considere le groupe G donne par generateurs et relations : 

G ~ {X\ [x,y\,x€X,y€Y). 

1 Montrer que le groupe G est isomorphe au groupe L(X) / D(L(X)) . 
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On note le groupe abelien libre de base X, 

jx : X ^ Z (x) et i x : X ^ L{X) 

les inclusions canoniques, ^ r : L(X) — > L(X) / D(L(X)) la projection canonique. 

2 Montrer qu’il existe un unique morphisme de groupes 

<p : L(X) -* Z (x) 

tel que cp o i x = jx- (Propriete universelle du groupe libre (theoreme III. 1.2).) 

3 En deduire qu’il existe un morphisme de groupes 

t/j : L{X)/D{L{X )) ->Z (X) 

tel que ip o it = ip. (Theoreme de passage au quotient, theoreme (II. 6. 2) ou re- 
marque (II. 6.1).) 

4, Montrer qu’il existe un unique morphisme de groupes 

a : Z (x) -> L(X)/D(L(X)) 

tel que a o j x = it o ix- (Propriete universelle du groupe abelien libre, theo- 
reme (VI. 2. 2).) 

5, Montrer que ip et a sont, des isomorphismes reciproques l’un de l’autre. 

6, En deduire que (X \ [x, y], x E X, y E Y) est une presentation par generateurs 
et relations du groupe abelien libre de base X. 

Soient X et Y deux ensembles tels que les groupes libres L(X) et L(Y) soient 
isomor phes. 

7 Montrer que les groupes L(X)/D(L(X)) et L(Y) / D(L(Y)) sont isomorphes. 

8. Deduire de ce qui precede que les groupes a beliens Z^ A ") et Z^ ) sont isomorphes 
et que les ensembles X et Y sont equipotents. 

TR.VI.B. troupes divisibles 

Tous les groupes consideres ici sont abeliens. Leur loi est notee additivement 
et l’element neutre est note 0. 

Un groupe abelien G est dit divisible si, pour tout element x de G et tout n 
de N*, il existe un element y de G tel que x = ny. 
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II est clair que le groupe (Q, +) est divisible et que (Z, +) ne l’est pas. 

Nous allons d’abord etudier quelques proprietes des sous-groupes divisibles 
d’un groupe, puis nous etablirons un theoreme de structure des groupes divisibles. 

1 Soit G un groupe ; montrer que les sous-groupes divisibles de G engendrent un 
sous-groupe divisible maximal. 

2 Montrer que tout sous-groupe divisible D d’un groupe G est en facteur direct 
dans G. (On utilisera le lemme de Zorn (c/. appendice) pour montrer qu’il existe 
un sous-groupe maximal H de G tel que H n D = {0}.) 

Un groupe est dit reduit s’il ne possede par de sous-groupe divisible different 
de {0}. 

3 Montrer que tout groupe G s’ecrit G = D © R, ou D est un groupe divisible 
et R est un groupe reduit. 

4 Montrer que tout facteur direct d’un groupe divisible est un groupe divisible. 

On sait que tout groupe abelien G est somme directe d’un groupe sans torsion 
et de son sous-groupe de torsion. Compte tenu de ce qui precede, pour etudier 
la structure des groupes divisibles, il suffit d’etudier les groupes divisibles sans 
torsion et les groupes divisibles de torsion. 

Comme, de plus, un groupe de torsion est somme directe de ses composantes 
p-primaires, pour etudier les groupes divisibles de torsion, il suffit d’etudier les 
p-groupes divisibles. 


Etude des groupes divisibles sans torsion 

On remarquera que si G est un groupe sans torsion, si nx = ny, ou n £ N* et 
x, y £ G, alors x = y. 

On considere un groupe G divisible et sans torsion. 

5. Montrer que pour tout element i / 0 de G, il existe un unique morphisme 
injectif de groupes f : Q — ► G tel que /( 1) = x. 

6 Deduire de ce qui precede que G est isomorphe a une somme directe de groupes 
qui sont tous isomorphes a Q. 


Etude des p-groupes divisibles 

On note Q/Z (p) le groupe des nombres rationnels r, avec 0 ^ r < 1, qui 
s’ecrivent r = k/p n pour des entiers k et n, la loi etant l’addition modulo 1. 
(Verifier que c’est un groupe.) 

Un groupe isomorphe au groupe Q/Z(p) est appele un p°°-groupe. 
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Par exemple, le quotient par Z du groupe 

{(r/s) | r G Z, s G Z, (r, s) = 1, 3n € N*, s = p n } 

on la loi est l’addition usuelle des rationnels, est un p°°-groupe. (Le verifier.) 

Montrer que si H est un sous-groupe cyclique d’ordre maximum d’un p-groupe, 
alors H est facteur direct dans G. 

8. Montrer que si G est un p-groupe tel que pG = G, alors G a un p°°-sous- 
groupe. (L’hypothese entraine qu’il existe dans G une suite d’elements Xi tels que 
pxi = Xi- 1 , avec px\ = 0, chaque Xi etant d’ordre p l . On montrera alors que 
l’application definie par /( r/p *) = rxp induit un morphisme injectif de groupes 
de Q/Z (p) dans G.) 

9 Montrer que si G est un groupe qui n’est pas sans torsion, il admet un facteur 
direct qui est un groupe cyclique d’ordre une puissance d’un nombre premier, ou 
qui est un p°°-groupe, pour un certain nombre premier p. 

10. En deduire que si G est un p-groupe divisible, il est somme directe de p°°- 
groupes. 

On deduit done qu’un groupe abelien divisible G est somme directe de groupes 
qui sont isomorphes a Q, ou a des p°°-groupes pour les nombres premiers p cor- 
respondant aux composantes p-primaires de G. 

4k TR.VI.C. Calcul des facteurs invariants 

Soient G un groupe abelien libre de rang n et H un sous-groupe de G. On 
va donner ici un algor ithme de calcul des facteurs invariants de H dans G ( cf . 
(theoreme VI.4.1)). 

Notons ai, . . . ,a q ces facteurs invariants. Pour determiner les Oj, 1 ^ i ^ q, il 
suffit de connaitre les produits 0102 . . . pour tout k, 1 ^ k ^ q. D’autre part, 
puisque ai|a 2 | ■ ■ ■ | a q , quels que soient les entiers 1 ^ j\ < . . . < ^ q, l’element 

ai . . . afc divise l’element a Jl . . . aj k . 

On fixe un entier k, 1 ^ k ^ q. 

1 Montrer que, pour toute application k-lineaire alternee f definie sur G a valeurs 
dans Z et quels que soient x\,...,Xk elements de H, le produit ai . . . a*, divise 
f(x i,...,x k ). 

2 Montrer que l’on peut choisir f et x \, . . . , xj. tels que a\ . . . cp. = f(x i, . . . , Xk)- 

3. En deduire que ai . . . a*, est un pged d’elements de Z qui sont de la forme 
f(x i, . . . , Xk), Xi E H, 1 < i < k. 
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Ces resultats fournissent un algorithme de calcul des facteurs invariants, de la 
rnaniere suivante. 

Soient yi, ... ,y n une base quelconque de G et x\, . . . , x p un systeme de genera- 
teurs de H . On note A la matrice dont la j eme -colonne est formee des composantes 
de Xj dans la base y\. . . . . y n , 1 ^ j ^ p. 

4 Montrer que a\ . . . a^, 1 ^ k ^ q, est le pgcd des mineurs d’ordre k de la 
matrice A. 


Application aux matrices equivalentes 

On rappelle que deux matrices A et B a coefficients dans un anneau R sont 
equivalentes s’il existe des matrices inversibles U et V a coefficients dans R telles 
que B = UAV. 

5 Soit, A une matrice a coefficients dans Z, a n lignes et p colonnes. Montrer qu’il 
existe des matrices inversibles U et V, a coefficients dans Z, telles que 



/ a± 

0 • 

■■ 0 

0 

• o\ 


0 

a 2 • 

■■ 0 

0 •• 

• 0 

UAV = 

0 

0 • 

• • Ciq 

0 •• 

• 0 


0 

0 • 

■■ 0 

0 •• 

• 0 


U 

0 • 

•• 0 

0 •• 

• o ) 


ou les ai sont des nombres entiers positifs tels que ai|a 2 | • • ■ | a q . 

Les nombres ai, 1 ^ i ^ q, sont appeles les facteurs invariants de la matrice A. 

6 En deduire que deux matrices A et B a coefficients dans Z sont equivalentes si 
et seulement, si elles out meme rang et memes facteurs invariants. 
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TP. VI. A. Algorithmes de Gauss-Jordan, de Hermite 

et de Smith 

On se propose de passer en revue quelques algorithmes classiques de manipu- 
lation des matrices a coefficients dans Z. Les resultats obtenus sont a interpreter 
dans le cadre de la theorie des groupes abeliens de type fini ou, de maniere equi- 
valente, des Z-modules de type fini. 

On rappelle pour commencer l’algorithme de Gauss-Jordan, qui s’applique 
aux matrices a coefficients dans Q, puis on modifie cet algorithme en n’autorisant 
que des operations « reversibles » dans Z et en utilisant notamment la structure 
euclidienne de Z (c’est-a-dire l’existence d’une division euclidienne des entiers). 

Cela permet de repondre de maniere effective a des problemes pratiques d’algebre 
lineaire (resolution d’equations lineaires, extraction d’une base a partir d’un sys- 
teme generateur, comparaison de sous-espaces vectoriels, recherche d’une base du 
noyau et de l’image d’une application lineaire donnee) et de voir comment ces 
methodes se transposent au cas des Z-modules. Enhn, l’algorithme de Smith est 
applique au calcul des facteurs invariants (voir egalement TR.VI.C). Cela consti- 
tue une preuve algorithmique du theoreme de structure des groupes abeliens de 
type fini. 


On dit qu’une matrice A! £ M m 
ligne (abrege FNEL) si elle s’ecrit : 


Algorithme de Gauss-Jordan 

est sous forme normale echelonnee par 


/ 0 ... 0 1 * ... * 0 * ... * 0 

1 * ... * 0 


A' = 


1 ... 


... 0 * * 
1 * ... * 
0 


\ 

6 / 


V 
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Le premier coefficient non nnl de chaque ligne est appele pivot ; il est toujours 
egal a 1. 

D’ autre part, on rappelle que les operations elementaires sur les lignes sont 
de trois types : 


- Li <-> Lj (permutation de deux lignes) ; 

- Lj <— ALj (A G Q x ) ; 

- Li < — Li + a Lj (a G Q) . 


L’algorithme de Gauss-Jordan que vous connaissez bien permet, par opera- 
tions elementaires sur les lignes, de mettre une matrice A G M min (Q) sous FNEL. 
Autrement dit, on peut ecrire A' = PA , ou A' est de la forme precedente et 
P G GL n (Q) est le produit des matrices elementaires correspondant aux opera- 
tions elementaires appliquees successivement. On trouve ces matrices elementaires 
en appliquant a la matrice identite I n l’operation elementaire en question : par 
exemple, Lj <— Lj + aLj correspond a la matrice I n + aLjj (ou Lj j designe la ma- 
trice dont tous les coefficients sont nuls, a l’exception de celui en position (i, j). 
qui vaut 1). L’ecriture A = P^A 1 est-elle unique? II y a unicite de la matrice 
A ' (si A' x = QA' 2 , oil A’ x et A’ 2 sont sous FNEL et Q est inversible, demontrer 
que A’ l = A! 2 ) mais pas de la matrice P (on peut avoir Q ^ Id dans l’egalite 
AI 1 = QA 2 , meme si A , l = A 2 ). 


US’ Quelques commandes MAPLE utiles : 

Matrix, SubMatrix, IdentityMatrix, Transpose et ReducedRowEchelonForm 
de la librairie LinearAlgebra, la derniere fonction etant l’implementation de l’al- 
gorithme de Gauss-Jordan. 

Cet algorithme permet : 


1 De resoudre un systeme d’equations lineaires : soit A = 


B = 



' -2 -4 2 -2 ' 
- 1-2 3 3 

3 6-33 

3 6 3 15 

>3 6 0 9 ' 


et 


; resoudre AX = 0 et AX = B a l’aide de la commande 


MAPLE ReducedRowEchelonForm. Comparer avec le resultat de la commande 
LinearSolve. 


2. D’extraire d’un systeme de vecteurs (C\,...,C n ) de Q m une base du 
sous-espace vectoriel qu’ils engendrent : soit A la matrice dont les co- 
lonnes sont les Cj et soit I 1’ ensemble des indices des colonnes de 
A i = ReducedRowEchelonForm(A) contenant un pivot. Demontrer que (Cj)jg/ 
constitue une base de Vect(Ci, . . . , C n ). 

Si A est la matrice de la premiere question, qu’obtenez-vous ? 
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3 De donner vine base echelonnee (canonique) d’un sous-espace vectoriel, connais- 
sant un systeme generateur C\, . . . ,C n : on applique l’algorithme de Gauss- 
Jordan a la transposee de la matrice A dont les colonnes sont les Cj. Cela revient 
a effectuer les operations elementaires sur les colonnes au lieu des lignes : ainsi 
A t P = t A! est sous forme normale echelonnee par colonne. 


On suppose que A est toujours la matrice de la premiere question ; quelle base 
echelonnee obtenez-vous ? Comparer au resultat obtenu avec le systeme de 


vecteurs C\ = f -3 
\- 3 , 


C' = 



Qu’en concluez-vous ? 


4 Soit (j) : Q n — v Q m une application lineaire et A = M atj, c sa matrice 

par rapport aux bases canoniques de Q n et Q m ; comment interpretez-vous 
les matrices A ' = ReducedRowEchelonForm(A) et PI Meme question pour 
A" = Transpose(ReducedRowEchelonForm(Transpose(A)) et Q, ou A" = AQ. 

En supposant que A est la matrice de la premiere question, determiner une 
base de Ker et Iitk j). On donnera deux methodes : Tune utilisant la matrice 
A' . l’autre la matrice A". Comparer avec les resultats obtenus a l’aide des 
commandes MAPLE ColSpace et NullSpace. D’apres vous, quels algorithmes 
se cachent derriere ces dernieres commandes ? 


Algorithme de Hermite 


On dit qu’une matrice A! E M m!n (Z) est sous forme normale de Hermite 
(abrege FNH) si elle s’ecrit : 


A' 


( 


0 ... 0 pi *...* + *...* + 

P2 * ••• * + 

P3 ••• 


V 


\ 


+ * * 
P'f 'i' ... ^ 

o 



Le premier coefficient non nul de chaque ligne est appele pivot ; le pivot Pi > 0 
de la ligne i se trouve a droite du pivot Pi-i ; enhn, dans chaque colonne contenant 
un pivot pi, les coefficients (representes par un symbole +) sont positifs ou mils 
et strictement inferieurs a p^. 

L’algorithme de Hermite permet de reduire une matrice A E M m]n (Z) donnee 
sous FNH, par des operations elementaires sur les lignes. Avec les notations de 
la premiere partie, on a A = — 1 et a E Z, de sorte que les matrices elementaires 
correspondantes sont dans GL m (Z). 

Tout d’abord, on note 8(x) = |av|, x E Z, et <5j OJ (A) = min ${Ai,j) 
(avec la convention 8 lo j(A) = 0 si A, t j = 0 pout tout i ^ *o). Soit io = 1 et soit 
jo le plus petit entier tel que <5j 0 j 0 ( A) ^ 0 ; on effectue dans l’ordre : 
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- Etape 1 : Apres permutation eventuelle de deux lignes, on se ramene au cas 
°u ^iojo(^) = 

- Etape 2 : On fait Li <— Lj — qiLi 0 pour tout i > io, ou qi designe le quotient 
de la division euclidienne de Aij 0 par Aj 0j0 . Si tous les Aj j 0 sont nuls pour 
i > io, alors on ajuste le signe de pi 0 = Ai 0 j 0 (par Lj 0 <— ( — l)Lj 0 au besoin) 
et l’on passe a l’etape 3, sinon on recommence l’etape 1 (noter que 5i 0) j 0 (A ) 
a diminue, ce qui assure que l’algorithme ne boucle pas). 

- Etape 3 : On s’occupe des + au-dessus du pivot par des operations 
Li <— Li — qiLi 0 puis l’on remplace io par io + 1 (tant que io < n), on 
actualise le plus petit entier jo tel que 5i 0 j 0 (A) ^ 0 (si un tel entier n’existe 
pas, c’est termine) et on recommence l’etape 1. 

Concernant les ecritures A = P _1 A', ou A' est sous FNH et P E GL m (Z), il y 
a unicite de la matrice A', mais pas de la matrice P (avec les notations de la 


/PI + + \ 
/ P2 + \ 

definition de la FNH, demontrer que si 1 

= Pr 

( P'l + 

P2 

+ \ 

+ 

V Pr/ 


\ 

Pr / 


P r E GL r (Z), alors P r = Id r et les deux matrices sont egales). 


Quelques commandes MAPLE utiles : 

iquo ; les operations elementaires sur les lignes sont disponibles via les com- 
mandes Swaprow , AddRow et MultiplyRow du module LinearAlgebra de la librai- 
rie Student (faire with(Student [LinearAlgebra] )) ; HermiteForm de la librairie 
LinearAlgebra est l’implementation de l’algorithme de Hermite. 

/ io -5 io \ 

Derouler l’algorithme sur la matrice A = I i -i ) en effectuant une 

V 8 -4 12 / 

succession de commandes Swaprow, AddRow et MultiplyRow. Enhn, tester la 
commande HermiteForm. 

6. On demande de determiner une base du sous-groupe H de Z 5 engendre par 

/ 10 10 -9 -8 \ 

/ -16 -6 22 20 \ 

les vecteurs colonnes de la matrice C = 6-1-4-61. Soit I l’ensemble 

\ 8 12 -5 -4 / 

\ 12 8 -13 -12/ 

des indices des colonnes de C' = Hermit eForm( A) contenant un pivot ; de- 
montrer que (Cj)ig/ est un systeme libre maximal. Est-ce une base de HI 
Determiner enhn une base echelonnee (canonique) de H en utilisant l’algo- 
rithme de Hermite applique a t C. 

Soit 4> : Z 4 — > Z 5 le morphisme de groupes abeliens (c’est done une appli- 
cation Z-lineaire) dont la matrice dans les bases canoniques est C ; donner 
egalement une base de Ker (f>. 
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Algorithme de Smith 

On dit qu’une matrice A' £ M m]n (Z) est sous forme normale de Smith (abrege 
FNS) si elle s’ecrit : 

/<h \ 

d 2 


' o 

V 

oil les coefficients diagonaux di > 0 verihent di | dj+i et les autres coefficients sont 
nuls. 

L’algorithme de Smith permet de mettre une matrice A £ M m;n (Z) donnee 
sous FNS en un nombre fini d’etapes ; chaque etape est une operation elementaire 
sur les lignes ou les colonnes. Le voici : 

On note <5(^4) la valeur minimale de S sur les coefficients non nuls de A (par 
convention, <5(0) =0). Si <5(yl) = 0, c’est termine, sinon on precede comme suit : 

- Etape 1 : On se ramene au cas ou <5(^4 ) = 5 (j4ij). 

- Etape 2 : S’il existe sur la premiere ligne un element A\ j non multiple de 
Ai i, on le remplace par le reste r de sa division euclidienne par Ai t i (en 
operant sur les colonnes). On refait les etapes 1 et 2 jusqu’a ce que tous les 
termes de la premiere ligne soient multiples de A\ i (pourquoi ce moment 
arrive-t-il?). On applique alors le meme precede a la premiere colonne et 
l’on obtient finalement une matrice dont tous les termes de la premiere 
ligne et premiere colonne sont multiples de A\ t i. Finalement, par operation 
elementaire toujours, on se ramene au cas ou A\j = Ai i = 0 pour i / 1 et 
3 + 1- 

Etape 3 : On a obtenu une matrice constitute de deux blocs, le coefficient 
An et un bloc B £ M m _i jn _i(Z). Si l’un des coefficients de B n’est pas 
multiple de Ai i, on additionne la ligne de ce coefficient a la premiere, puis 
l’on remplace l’element en question (sur la premiere ligne) par le reste de sa 
division euclidienne par miq. On refait alors les etapes 1, 2 et 3. II arrive 
un moment ou tous les coefficients de B sont multiples de A] ] (pourquoi?). 

- On reapplique alors l’algorithme a B ; etc. 

Cela demontre algorithmiquement : 
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Theoreme 1. Toute matrice A de M mjn (Z) est equivalente a une matrice A' qui est 
sous FNS. 

Nous allons voir que ce resultat implique l’existence des facteurs invariants. 
De l’unicite de ces derniers decoule alors l’unicite de la forme normale de Smith 
(matrice A 1 ). 

US’ Commande MAPLE utile : SmithForm de la librairie LinearAlgebra est 
l’implementation de l’algorithme de Smith. 

8. Soit G un groupe abelien libre de rang fini m et H un sous-groupe de 
G. Soit (Ci, . . . , C n ) un systeme de generateurs de H et (f> : Z n — > G le 
morphisme qui envoie (xj) sur Y^j = 1 x jCj- On note A £ M m;n (Z) la matrice 
de <f> apres choix d’une base (e*) de G, prenant pour Z n la base canonique. 
Comment deduisez-vous du theoreme precedent une base (e() de G telle que 
H = ® r i=l die' i ? En d’autres termes, nous venons de determiner les facteurs 
invariants de H dans G et G/H ~ ©^ =1 Z/djZ © Z m_r . 

9. Calculer P, Q et A ' en prenant pour A la matrice C de la question 5 et 
verifier que A 1 = PAQ. Trouver les facteurs invariants du sous-groupe H de 
Z 5 engendre par les vecteurs colonnes de C et determiner la structure du 
quotient Z 5 /H. 

10. Soit G le groupe abelien defini par generatenrs et relations : 


G = ({a, b , c}|5a + b — 2c, 12a — 66 + 5c). 


Determiner la structure de G. 


11. Resoudre l’equation en entiers AX = B, ou A est la matrice C de la ques- 



TP.VI.B. Courbes elliptiques et groupe de Mordell 

Les courbes elliptiques sont des objets mathematiques tres riches, a la fois du 
point de vue theorique (ils interviennent dans la preuve du fameux theoreme de 
Fermat) et des applications pratiques (factorisation des entiers, cryptographic, ...). 
De plus, ces objets se pretent aux calculs. 

Nous allons, dans ce TP, nous interesser au groupe de Mordell E(Q) des points 
rationnels d’une courbe elliptique definie sur Q. C’est un groupe abelien de type 
fini dont il est aise de calculer, grace au theoreme de Nagell-Lutz, la partie de 
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torsion E(<Q))tors ■ C’est l’occasion d’illustrer par des exemples (guere accessibles 
a la main) des enonces celebres. Enfin, on s’interessera au probleme des nombres 
congruents (ce sont les entiers s’interpretant comme l’aire d’un triangle rectangle 
dont les trois cotes sont rationnels), qui, de maniere assez inattendue a priori, est 
relie au calcul du rang du groupe E(Q) pour certaines courbes elliptiques. 


La loi de groupe sur une courbe elliptique 

Soit k un corps de caracteristique differente de 2 et 3. Une courbe elliptique 
E definie sur k est une cubique d’equation y 2 = x 3 + ax + b L 1 , ou le poly- 
nome x 3 + ax + b E k[x] n’a que des racines simples, i.e. est de discriminant 
A = 4a 3 + 276 2 ^ 0. Pour tout corps K contenant k, on note E(K) l’ensemble 
des points P = (x, y ) dont les coordonnees sont solutions dans K de l’equation E, 
auquel on rajoute un point, note O. Ce point est necessaire afin de munir E(K) 
d’une loi de groupe, notee + (elle est commutative), dont O sera le neutre. La 
somme P + Q de deux points est definie geometriquement comme suit : 

— Cas P 7^ Q : 



II existe une definition plus generale, mais nous nous contenterons de celle-ci afin de simplifier 
l’exposition. En caracteristique 3, on considere des equations du type y 2 = x 3 + ax 2 + bx + c. 
En caracteristique 2, il faut prendre y 2 + cy = x 3 + ax + b ainsi que y 2 + xy = x 3 + ax 2 + b. 
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- Cas oil P = Q : 




- Cas particuliers : 



Remarque. On comprend mieux le sens du point O lorsque l’on considere la courbe 
comme un objet projectif : O est l’nnique « point a l’infini » et nne droite verticale 
passe par O (voir [26], chapitre I, paragraphe 2). 

Sauf mention contraire, on suppose que k = Q, i.e. E designe une courbe 
elliptique definie sur Q. 
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•s' Quelques commandes Maple utiles : expand, collect, coef f . 

1 Verifier que 1’ allure de E(R) correspond a celle des dessins ci-dessus (du moins 
lorsque x 3 + ax + b possede trois racines reelles, sinon il n’y aura qu’une seule 
composante connexe). Quelle hypothese permet d’affirmer que la tangente est 
toujours definie? Quelles sont les coordonnees de —P, ou P = (x,y) ? 

Soient P et Q deux points de E qui, s’ils ne coincident pas avec O, seront de 
coordonnees respectives (xi, yi) et (x 2 ,y 2 ). On desire calculer la somme P+Q, 
de coordonnees (x 3 ,y 3 ) lorsque P + Q 7 ^ O. Pour cela, on note a la pente de 
la droite (PQ) ou de la tangente en P si Q = P. Ecrire le polynome de degre 
3 dont les x$ sont les trois racines ; en deduire X 3 a l’aide des relations entre 
coefficients et racines. 

Finalement : 


- Cas triviaux :P + 0 = P,0 + Q = Q, 0 + 0 = 0; on suppose desormais 
P 7 ^ O et Q 7 ^ O. 

- Si xi / X 2 (i.e. Q 0 {P, -P}) ■ 


I x 3 = a - xi - x 2 , U 2 -yi 
[y 3 = -y 1 + a(x 1 - x 3 ) X 2 - Xi 

- Si xi = x 2 et yi 7 ^ -y 2 (i.e. Q = P) : 

{ x 3 = a 2 — 2x\ 3x? + a 

ou a = 

V 3 = ~y 1 + a(xi - x 3 ) 2 yi 

- Si x\ = x 2 et y\ = —y 2 (i.e. Q = —P), alors P + Q = O. 


( 1 ) 


(2) 


2. Afin d’implementer la loi de groupe, on definit un point P par la liste P : = [x , y] 
de ses coordonnees si P 7 ^ O et l’on represente le point a l’infini O par le 
symbole 0. La courbe elliptique E sera definie par le couple E: = [a,b] . 

Ecrire une procedure appart(E,P) testant si le point P appartient a E ainsi 
que deux procedures sommel(E,P,Q) et somme2(E,P) renvoyant P + Q cal- 
cule avec les formules (1) et (2) respect ivement. Enfin, ecrire une procedure 
somme (E,P,Q) renvoyant 0 si P + Q = O et les coordonnees de P + Q sinon 
(on prendra soin de traiter tous les cas de figure et de proceder au prealable 
aux verifications qui s’imposent). 

Tester avec E : y 2 = x 3 — 36x, P = (—3,9), Q = (—2,8) et calculer P + Q, 
2 P et 2 Q. On doit trouver (6,0), et (^p, ^p) respectivement. Que 

remarquez-vous concernant 2 P et 2Q ? 
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3. On desire demontrer par le calcul formel l’associativite de la loi de groupe 
ainsi definie (c’est d’ailleurs la seule verification non triviale) et se donne done 
trois points P, Q et R de E, tous les parametres etant assimiles a des variables 
formelles. A l’aide des procedures sommel et somme2 ainsi que de la procedure 
de simplification suivante (consulter l’aide afin de comprendre son fonctionne- 
ment), demontrer le resultat : 

>simplif ier : =proc (expression) local temp,hypl ,hyp2,hyp3; 
hypl : =P [2] ~2=P [1] ~3+a*P [1] +b; 
hyp2 : =Q [2] ~2=Q [1] ~3+a*Q [1] +b; 
hyp3 : =R [2] ~2=R [1] ~3+a*R [1] +b ; 
temp : =normal (expression, expanded) ; 
temp : =algsubs (hypl , temp) ; 
temp : =algsubs (hyp2 , temp) ; 
temp : =algsubs (hyp3 , temp) ; 
temp : =normal (temp) ; 
return (temp) ; 
end: 

4. Reprenant l’exemple de la fin de la question 2, determiner les points d’ordre 
2 puis 3 dans E(JQ), E(M) et E(C). Quelle conjecture faites-vous concernant 
l’ordre de P = (—3, 9) ? 

Calcul du groupe de Mordell 

Le groupe de Mordell d’une courbe elliptique definie sur Q est le groupe E(<Q) 
de ses points rationnels. 

Theownu 1 (Mordell). Le groupe E(Q) est un groupe abelien de type fini. 

On peut done ecrire 

E(Q) ~Z r (BE(Q) tors , 

ou l’entier r est par definition le rang de la courbe elliptique et on E(<Q))t ors 
designe le sous-groupe de torsion. Si le calcul du rang est difficile en pratique, la 
determination de i?(Q)tors est aisee, a l’aide du : 

Theoreme 2 (Nagell-Lutz). Soit E une courbe elliptique definie sur Q par une equa- 
tion y 2 = x 3 + ax + b, ou a et b sont deux entiers relatifs, et soit P O un point 
rationnel. Alors P = ( x , y ) a des coordonnees entieres verifiant ou bien y = 0 ou 
bien y 2 \ A = 4o 3 + 27 b 2 . 
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La preuve se fait en deux temps : on montre qu’un point d’ordre fini a des 
coordonnees entieres, puis on utilise le lemme suivant : 

Lenune 1. Soit P = (x,y) G E(Q) tel que P et 2 P sont a coordonnees entieres. 
Alors y = 0 ou y | A. 

Alternativement, le resultat suivant peut s’averer pertinent dans certains cas : 

Proposition 1. Soit p un nombre premier ne divisant pas 2A et E la reduction de 
E modulo p, i.e. la courbe elliptique sur¥ p definie par V equation y 2 = x 3 + ax + b. 
Alors I’application de reduction (x,y) i— > (x,y) definit un morphisme de groupes 
E(<Qi) — > E(¥ p ) dont la restriction a E(¥fi)tors est injective. 

En d’autres termes, E(Q)t ors s’identifie, via le morphisme de reduction, a un 
sous-groupe de E(¥ p ) ; en particulier, Card E(Q)t ors divise Card£ , (F p ). 

Enfin, la structure de E(<Q)t or s n’est pas arbitraire : 

Theoreme 3 (Mazur). Le groupe de Mordell d’une courbe elliptique definie sur (Q) 
est isomorphe a I’un des groupes ab straits suivants : 

TLfnTL (1 < n < 10), Z/12Z, Z/2Z x Z/2nZ (1 < n ^ 4). 

Le lecteur interesse pourra consulter [26], chapitre II, pour une preuve du 
theoreme de Nagell-Lutz et loc. cit. chapitre III pour une preuve du theoreme de 
Mordell. Par contre, la demonstration du theoreme de Mazur est hors de portee. 

c®' Quelques commandes Maple utiles : type, integer, if actor, subs. 

5. Ecrire des procedures appartmodp(E,P,p) et sommemodp(E,P,Q,p) qui res- 
pectivement verifient si P £ E(¥ p ) et renvoient P + Q, calcule dans E(¥ p ) (on 
modifier a de fagon adequate les programmes de la question 1 ). 

Ecrire ensuite une procedure ordremodp(E,P,p) qui donne l’ordre de P dans 
E(¥ p ). Enfin, sachant que la commande numtheory [msqrt] (y,p) renvoie un 
entier x tel que x 2 = y mod p ou FAIL si c’est impossible, ecrire une procedure 
pointsmodp(E,p) donnant la liste 

[N, [[0,1] , [ [xl ,yl] ,rl] , . . . , [[xn,yn] ,rn]]] 

des N elements de E(¥ p ), qui sont, outre O (d’ordre 1), les (xj,yj), d’ordre ry. 

Tester avec l’exemple de la question 2 et determiner E(¥ 5 ) ; quelle est la struc- 
ture de ce groupe fini ? 
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6. On desire determiner l’ordre d’un point P 6 E(Q) dont les coordonnees (x, y) 
sont entieres : on calcule done les multiples nP successivement. Si P est d’ordre 
infini, dire pourquoi on trouvera un point nP n’ayant plus ses coordonnees 
entieres au bout de quelques iterations. Pourquoi est-il suffisant d’aller jus- 
qu’a n = 12 ? En deduire un algorithme de calcul de l’ordre. La procedure 
ordre(E,P) renverra infinity si P est d’ordre infini, et l’entier egal a l’ordre 
de P sinon. 

Tester votre procedure sur l’exemple habituel ; on repondra notamment a la 
conjecture de la question 4. 

Ecrire une procedure NagellLutz(E) renvoyant la liste formatee comme suit : 
[N, [ [0, 1] , [ [xl ,yl] ,rl] [xn,yn] ,rn]]] des N elements de E(Q) t 0 rs, 

qui sont, outre O (d’ordre 1), les ( x^y % ), d’ordre r,. On pourra utiliser les 
lignes de commandes suivantes : 


>candidatsy : =proc(E) local L,r,i,d; 

L: =if actors (4*E [1] ~3+27*E [2] ~2) ; r:=l; 
for d in L[2] do r : =r*d [1] ~iquo (d [2] , 2) ; od; 
return ( [0 , op(numtheory [divisors] (r) )] ) ; 
end: 

>trouverx: =proc(E,y) local x,sol,L,d; 
sol : ={solve (y~2=x~3+E [1] *x+E [2] , x) } ; 

L:=[] ; for d in sol do if type (d, integer) then 
L : = [op (L) , d] ; f i; od; 
return (L) ; 
end: 

Ces procedures donnent respectivement la liste [yl , . . . ,yn] des entiers natu- 
rels y tels que y = 0 ou y 2 | A et la liste des abscisses entieres des points de E 
d’ordonnee y. 

Tester sur l’exemple habituel ; quelle est la structure de E((Q))tors ? 

8. Pour chaque courbe elliptique suivante, determiner la structure de la partie 
de torsion du groupe de Mordell. On utilisera deux methodes : d’une part la 
reduction de E modulo difierents p, d’autre part Nagell-Lutz. 

- Ei : y 2 = x 3 + 3 ; 

E 2 : y 2 = x 3 + x ; 
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£3 : y 2 = a : 3 — 43a; + 166 (peut-on conclure sans determiner un point 
rationnel non-trivial ? ) . 

9, A la vue du theoreme de Mazur, suffit-il de connaitre Card £(<Q))t ors pour 
determiner la structure de E(<Q)t 0 rs ■ Donner un critere permettant de trancher 
les cas indecidables. On desire maintenant fournir un exemple pour chaque cas 
possible. 

La procedure transf(eq) ci-dessous transforme une equation longue 
eq : y 2 + ay + bxy = x 3 + cx 2 + dx + e en une equation courte du type indique 
dans notre definition d’une courbe elliptique. En fait, on applique successive- 
ment des transformations affines qui conservent la verticalite. On aurait pu 
definir de la meme maniere une loi de groupe sur ces cubiques plus compli- 
quees et les groupes de Mordell des courbes avant et apres transformation sont 
isomor phes. 

>transf : =proc(eq) local F,a,b,c; 

F : =-lhs (eq)+rhs (eq) ; a: =coef f (F,y) ; 
if a<>0 then F: =expand(subs (y=y+a/2 ,F) ; fi; 
b:=coeff (coeff (F,x) ,y) ; 

if b<>0 then F: =expand(subs (y=y+b*x/2 , F) ) ; fi; 
c:=coeff (F,x~2) ; 

if c<>0 then F: =expand(subs (x=x-c/3,F) ) ; fi; 
return (y~2=sort (subs (y~2=0 , F) ) ) ; 
end: 

Calculer £(Q)tors dans les cas suivants : 

Ei : y 2 + 7 xy = x 3 + 16x ; 

- £2 : y 2 + xy — 5y = x 3 — 5x 2 ; 

E 3 ■ y 1 — y = x 3 — x 2 ; 

- £4 : y 2 + xy + y = x 3 — x 2 — 14x + 29 ; 

£5 : y 2 + xy = x 3 — 45x + 81 ; 

- Eq : y 2 + 43 xy — 210 y = x 3 — 210x 2 ; 

- £7 : y 2 + 5 xy — 6 y = x 3 — 3x 2 ; 

- Eg '■ y 2 + 17 xy — 120 y = x 3 — 60x 2 . 

On appliquera une derniere transformation du type x x/d 2 ,y -w y/d? afin 
de se ramener a une equation a coefficients entiers. 

Au final, quels sont les cas du theoreme de Mazur qui manquent a l’appel? En 
faisant varier les parametres a et b, trouver des exemples. 
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Les nombres congruents 

Un entier naturel n non nul est « congruent » s’il s’ecrit n = pour un 
triplet pythagoricien rationnel (X,Y,Z) ( i.e . X 2 + Y 2 = Z 2 , ou X,Y et Z sont 
trois nombres rationnels positifs non nuls). Geometriquement, il correspond a 
l’aire d’un triangle rectangle dont les cotes sont rationnels. 

On peut demontrer que les triplets pythagoriciens primitifs (i.e. X,Y et Z 
sont entiers et premiers entre eux dans leur ensemble) sont parametres par les 
couples (a, b ) d’entiers premiers entre eux tels que a > b > 0 et le produit ab est 
pair : a un tel couple correspond le triplet (a 2 — 6 2 , 2 ab, a 2 + b 2 ). 

Enfin, la proposition suivante etablit le lien entre nombres congruents et 
courbes elliptiques : 

Proposition 2 . Les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) n = pour un triplet pythagoricien rationnel (X,Y, Z). 

(ii) La courbe elliptique E n donnee par l ’equation y 2 = x 5 — n 2 x possede un point 
rationnel distinct des solutions triviales (±n, 0), (0, 0) ( qui correspondent aux 
points d’ordre 2) et du point a I’infini. 

(iii) Le rang de la courbe elliptique E n est strictement positif. 

Le lecteur interesse pourra consulter [15], chapitre I, paragraphes 2 et 9, pour une 
preuve de ces affirmations. 

Quelques commandes Maple utiles : 

igcd, even, sort, algsubs, normal. 

10 . Demontrer que tout nombre congruent n est de la forme n = s 2 m, ou s £ Q x 
et m est un nombre congruent correspondant a un triplet pythagoricien 
primitif. Avec les notations precedentes, faisant varier a et b entre 1 et 10, 
dresser une liste de nombres congruents. 

Remarque. Cela ne permet en rien de determiner si un nombre donne n est 
congruent : en effet, on ne sait pas a quel moment un m tel que n = s 2 m va 
apparaitre dans la liste. Par exemple, voyez-vous 31 dans la liste precedente ? 
Nous allons pourtant demontrer qu’il est congruent. 

11 . Soit n un nombre congruent correspondant a un triplet pythagoricien 

(. X , Y, Z) ; verifier par le calcul que ^ ^ Z ) est un point rationnel de 

la courbe elliptique E n . Reciproquement, soit P = (x,y) un point ration- 
nel de E n qui n’est pas d’ordre 2 ; verifier que ( n ~ x , —2^, n + x ) est un 
triplet pythagoricien (quitte a ajuster les signes) et que n est congruent. 
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D’autre part, quelle conjecture faites-vous concernant E n (Q)t ors lorsque n 
est congruent ? La preuve de cette conjecture est la partie difficile de la 
proposition 2 (iii). 


12 . 


Soit E la courbe elliptique d’equation y 2 = x 3 — 30 2 x. Exhiber un point ra- 
tio nnel qui ne soit pas de torsion. Reciproquement, verifier que (-^r, ' 2 2j n ) 
est un point de la courbe elliptique £31 et qu’il est d’ordre infini. En de- 
duire que 31 est congruent et donner meme plusieurs triplets pythagoriciens 
convenables. 


175 



VII 


GROUPES RESOLUBLES 


La notion de groupe resoluble est centrale dans la caracterisation, au moyen de 
la theorie de Galois, des equations polynomiales qui sont resolubles par radicaux, 
comme on le verra au chapitre XVI. 


VII. 1. Suites de composition 


Definitions VIL1. . Soit G un groupe. 

a) Une suite de composition de G est une suite finie de sous-groupes G, 
de G, 0 ^ i ^ n, telle que 

{e} = G n <1 G n — i <]•••<] Gi-^-\ o Gi <i • • • <3 G\ <] Gq — G. 

(On rappelle que la notation H <G signifie que H est un sous-groupe normal 
de G.) 

b) Les groupes quotients Gi/Gi+i sont appeles les quotients de la suite 
de composition et n est sa longueur (n est le nombre de quotients). 

c) Si, pour tout i, 0 ^ i ^ n - 1, on a Gj / Gj+i, on dit que la suite de 
composition est strictement decroissante. 

Definitions VIL1. . Soient X et T,' deux suites de composition d’un groupe G : 
X : {e} = G n < G n - 1 < • • • < Gi < G 0 = G 
X' : {e} = K p < i K p -i < • • ■ < Ki < K 0 = G. 


Chapitre VII. Groupes resolubles 


a) On dit que X 7 est un raffinement de X, si p ^ n et pour tout i, 

0 ^ i ^ n, il existe ji, 0 ^ ji ^ p tel que Gi = Kj i (autrement dit, la suite X 
est extraite de S'). On ecrit alors X C X'. Si, de plus, il existe j, 0 ^ j ^ p, 
tel que pour tout i. 0 U i ^ n. Kj ^ Gi , on dit que X 7 est un raffinement 
propre de X. On ecrit alors X C X'. 

b) On dit que les suites de composition X et X' sont equivalentes si n = p 
et s’il existe une permutation er £ S n telle que, pour tout i. 0 ^ i ^ n — 1, les 
groupes Gi/Gi+i et K a ^/ K a ^y ) _ 1 soient isomorphes. On ecrit alors X ~ X 7 . 

Remaiques - Exemples VII.1.1. 

a) Tout groupe a une suite de composition {e} < G. 

b) La suite {e} < K <d V 4 <1 ^4 <1 5*4 est une suite de composition de S 4 (c/. 

TR.II.B). 

c) Une suite extraite d’une suite de composition peut ne pas etre une suite de 
composition (non transitivite des sous-groupes normaux). 

Lenune VU.1.1. Soient H , H ' , K, K' des sous-groupes d’un groupe G, tels que 
H'<H et K' <K. On a 

(i) H\H n K ') < H\Hn K ) , K’(H' n K) < K'(H n K) 

(ii) H\H n K)/H\H n K ') ~ K\H n K)/K\H' n K). 

Demonstration. L’assertion (i) est evidente. Pour demontrer l’assertion (ii), 
on montre que chacun des deux groupes est isomorphe au groupe 
(H PI K)/(H n K')(H r 0 K). Pour cela, on va construire un morphisme surjec- 
tif de groupes 

<p : H\H n K) — > (H n K) / (H n K') ( H 7 0 K) 

et montrer que Ker(<p) = H' (HnK 1 ), d’ou l’isomorphisme cherche. Soient x £ H', 
y £ H 0 K ; posons p(xy) = y, ou y est la classe de y modulo ( H n K')(H' n K ). 
Montrons que p est une application : soient x' £ H' , y' £ HnK tels que xy = x'y' . 
Alors, x _1 x' = yy'^ 1 et yy'~ l £ H' n K, d’ou y = y' et <p(xy) = <p(x'y'). Mon- 
trons que ip est un morphisme de groupes : soient x,x 7 £ H' , y,y' £ HnK, 
on a xyx'y' = xyx , y~ 1 yy' et yx’y _1 £ H' . D’ou, en posant x\ = yx’y" 1 , on a 
p(xyx'y') = p(xx\yy 7 ) = yy' = yy’ = p(xy)p(x’y 7 ). Le morphisme tp est surjectif 
par construction. On a xy € Ker(p) si et seulement si y £ (H n K')(H' n K), 
d’ou Ker(p) = H'(H n K'). 

On fait la meme demonstration pour le groupe K'(H 0 K)/K'(H' O K ). □ 
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Theoieme VII. 1.1. Soient Si et S 2 deux suites de composition d’un groupe G. II 
existe deux suites de composition S^ et Ti' 2 telles que 

Si C S'l, S2 c S2, Si ~ T! 2 . 


Demonstration. Soient 

51 : {e} = H n < H n _i < ■ ■ ■ < H\ < H 0 = G 

52 : {e} = Kp ^ Kp — 1 <1 • • • <1 K\ < I\q = G. 

On pose H hj = H^Hi-i n Kj ) et K i)7n = Ki(K t _i n H m ), 1 < * < ra, 

1 ^ m ^ n, 1 ^ j ^ p, 1 ^ l ^ p. Puisque Hi < H % _\ et Ki < Ki-\, H, j et 

Ki m sont des sous-groupes de G. On considere £( la suite de sous-groupes de G 

obtenue en intercalant entre Hi et Hj_\ les sous-groupes Hjj, 1 ^ j ^ p. D’apres 
le lemme (VII. 1. 1. (i) ) , on a 

Hi — Ki^p <1 Hi^p — 1 <1 • • • <1 Hjj 0 Hij—i <]•••<] Hi , 0 — Hi— 1 

et la suite S( est une suite de composition de G, de longueur np, qui est un 
raffinement de Si. On procede de la meme maniere a partir de S 2 , en intercalant 
les Ki m , pour obtenir une suite de composition T, 2 , de longueur np, qui est un 
raffinement de S 2 . D’apres le lemme (VII. 1.1. (ii)) , on a H,j-i/ Hjj ~ Kjj-i/Kjj. 

On en deduit done que S( ~ S^. □ 

VII.2. Suites de Jordan-Holder 


Definition VII.2. . Une suite de composition d’un groupe G est une suite de 
Jordan-Holder si tous les quotients de la suite sont des groupes simples. 


Proposition VII.2. 1. Une suite de composition d’un groupe G est une suite de 
Jordan-Holder si et seulement si elle est strictement decroissante et n’admet aucun 
raffinement propre. 

Demonstration. Soit S une suite de composition de G, 

S : {e} = G n < ■ ■ ■ < Gt < G 0 = G. 

Le groupe Gj/Gj+i est simple si et seulement si Gi 7 ^ Gj+i et, pour tout sous- 
groupe normal N de Gi contenant Gj+i, on a N = Gi ou N = Gj+i. Autrement 
dit, Gi/Gi-y. 1 est simple si et seulement si Gi+i est un sous-groupe normal maximal 
de Gi . D’ou le resultat. □ 
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Remarques - Exemples VII.2.1. 

a) Si X et X 7 sont deux suites de composition equivalentes et si X est une suite 
de Jordan-Holder, il en est de meme de X'. 

b) Un groupe simple G admet une suite de Jordan-Holder {e} = Gi <Go = G. 

c) La suite {e} o A% < S3 est de Jordan-Holder. 

d) La suite {e} <1 K < V4 < A4 < S4 est de Jordan-Holder. 

Proposition VIL2.2. 

(i) Si un groupe abelien admet une suite de Jordan-Holder, il est fini. 

(ii) Un groupe fini (non trivial) admet une suite de Jordan-Holder. 

Demonstration, (i). Soit G un groupe abelien et 

{e} = G n < • • • < G 0 = G 

une suite de Jordan-Holder de G. Chaque groupe quotient Gi/Gi+i est abe- 
lien simple, done cyclique d’ordre premier pi (TR.I.B). On en deduit que 
|G| = po ■ ■ ■ Pn—i est fini. 

(ii). Soit G un groupe fini (non simple) et A/"o l’ensemble de ses sous-groupes 
normaux propres. C’est un ensemble non vide fini. Toute suite strictement crois- 
sante d’elements de A/"o est finie, done A/"o a un element maximal Gi et le groupe 
G/Gi est simple. Si le groupe Gi est simple, on a une suite de Jordan-Holder 
{e}<Gi<lG. Sinon, on recommence en considerant l’ensemble A/"i des sous-groupes 
normaux propres de Gi. Puisque le nombre de sous-groupes de G est fini, en un 
nombre fini de telles operations, on a une suite de Jordan-Holder 

{e} = G n < 1 G n - 1 <1 • • • <1 Gi < G 0 = G. □ 

Theoreme VII.2.1. Soit G un groupe admettant une suite de Jordan-Holder. 

(i) Toute suite de composition strictement decroissante de G admet un rafifi- 
nement qui est une suite de Jordan-Holder. 

(ii) Deux suites de Jordan-Holder quelconques de G sont equivalentes. 

Demonstration, (i). Notons Xo une suite de Jordan-Holder donnee de G et soit 
X une suite de composition strictement decroissante de G. D’apres le theo- 
reme (VII. 1 . 1 ), Xo et X admettent des raffinements equivalents Xq et X'. Mais, 
d’apres la proposition (VII. 2 . 1 ), Xq = Xo, d’ou X' ~ Xo et X 7 est une suite de 
Jordan-Holder. 
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(ii). Avec les memes notations, si X est une suite de Jordan-Holder, on a 
X 7 = X, d’ou X ~ Xq. □ 


VII. 3. Groupes resolubles 


VII. 3. Groupes resolubles 


Definition VII. 3 . . Un groupe G est resoluble s’il admet une suite de compo- 
sition dont les quotients sont des groupes abeliens. 


On rappelle que les sous-groupes derives A(G ) d’un groupe G sont definis 
par Dq{G) = G, A(G) = [G, G\ (sous-groupe engendre par les commutateurs 
d’elements de G ( cf . TR.II.A), A+i(G) = D(Di(G)). II est clair que ces sous- 
groupes ferment une suite decroissante et que A + i(G ) <l A(G). 

Proposition VII. 3 . 1 . Le groupe G est resoluble si et seulement s’il existe un entier 
n ^ 0 tel que D n (G ) = {e}. 


Demonstration. Si le groupe G est resoluble, il admet une suite de composition 
(qu’on peut supposer strictement decroissante) 

{e} = G n < G n - 1 < ■ ■ ■ < G\ < Go = G 

telle que Gj/Gj+i, 0 ^ i ^ n — 1 , soient des groupes abeliens. Or, le groupe 
Gi/Gi - |_i est abelien si et seulement si Di + i(G ) C Di(G\) (TR.II.A). D’ou, par 
recurrence, 

A+i(G) c A(Gi) c • • • c D(Gi) c G i+1 
et, en particulier, D n (G) C G n = {e} . 

Reciproquement, s’il existe n ^ 0 tel que D n (G) = {e} , on a une suite de 
composition 

{e} = D n (G) < D n _i(G) < ■ ■ ■ < D(G ) < G. 

Par construction, chaque quotient A(G)/A+i(G) est abelien; le groupe G est 
done resoluble. □ 

Exemples VH. 3 . 1 . 

a) Tout groupe abelien est resoluble. 

b) Le groupe S3 est resoluble, car {e} < A3 < S3 est une suite de composition 
et A3 ~ Z/ 3 Z, S3/A3 ~ Z/ 2 Z. 

c) Le groupe ^4 est resoluble, car { CI<1V4<A4<1 S4 est une suite de composition 
et V4 ~ Z/ 2 Z x Z/ 2 Z, A4/V4 ~ Z/ 3 Z, S4/A4 ~ Z/ 2 Z. 
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Theoivme VII.3.1. Soit G un groupe. 

(i) Si G est resoluble tout sous-groupe de G est resoluble. 

(ii) Si H est un sous-groupe normal de G, alors G est resoluble si et seulement 
si H et G/H sont resolubles. 

Demonstration, (i). Soit 

{e} = G n < G n - 1 <3 • • • G\ < Go = G 

une suite de composition de G dont les quotients sont abeliens et soit H un 
sous-groupe de G. On pose H{ = H n G* : alors, 

{e} — H n o H n _i <!•••< 11 1 <] Hq — H 

est une suite de composition de H. On a, 

Hi/H i+1 = (HH Gi)J{H O G i+1 ). 

Ce dernier groupe est, d’apres le lemme (VII. 1.1. (ii)) , isomorphe a 
(Gi + i(H n Gi))/Gi + 1 qui est un sous-groupe de Gj/Gj+i, done abelien. 

(ii). Soit H un sous-groupe normal de G. Supposons que G soit resoluble. 
D’apres (i), H est resoluble; montrons que G/H est resoluble. On considere la 
suite de composition de G/H , 

{e} = H/H = G n H/H < G n -\H/H < ■ • ■ < G\H/H < G 0 H/H = G/H. 

On a, 

(GiH/H)/(G i+1 H/H) ~ (Gi(G i+1 H))/G i+1 H 

~ Gi/(Gi 0 G i+1 H) ~ (G i /G i+ i)/((G i n G i+1 H)/G i+1 ) 

qui est un quotient de Gj/Gj+i, done abelien. 

Reciproquement, supposons que H et G/H soient resolubles. On a deux suites 
de composition 

{e} — H n < H n —.\ <!•••<] Hi <3 Hq — H 

{e} = G p /H < G p -i/H < ■ ■ ■ < Gi/H < G 0 /H = G/H 

dont les groupes quotients sont abeliens. On considere la suite de composition 
de G, 

{e} = H n < H n _i < • • • <H 0 = H = G p < G p _i < ■ • • < Gi < G 0 = G. 


182 


Les groupes quotients sont H{/Hi + 1 on Gj/Gj+i — ( Gi/ H)/{Gi+\/ H ), qui sont 
abeliens, done G est resoluble. □ 


VII. 4. Applications 


VII. 4. Applications 


Proposition VII.4.1. Les groupes simples resolubles sont les groupes cycliques 
d’ordre premier. 

Demonstration. II est clair que les groupes cycliques d’ordre premier sont simples 
et resolubles. Reciproquement, soit G un groupe simple et resoluble. Puisqu’il 
est simple, sa seule suite de composition decroissante est {e} < G et puisqu’il est 
resoluble, il est done abelien. On sait qu’un groupe abelien simple est cyclique 
d’ordre premier (TR.I.B). □ 

Comllaite VII.4.1. Les groupes S n , pour n ^ 5, ne sont pas resolubles. 

Demonstration. Soit n ^ 5 un entier ; si le groupe S n est resoluble, le groupe A n 
l’est aussi, d’apres le theoreme (VII.3.1.(ii)). Or, on sait que pour n ^ 5 le groupe 
A n est simple (TR.II.B) ; d’apres la proposition (VII.4.1) il serait done cyclique, 
ce qui est absurde. □ 

Proposition VIL4.2. Un groupe fini non trivial est resoluble si et seulement si 
les quotients de ses suites de Jordan- Holder sont des groupes cycliques d’ordre 
premier. 

Demonstration. Soit G un groupe fini non trivial. Il admet des suites de 
Jordan- Holder, proposition (VII.2.2. (ii)), qui sont toutes equivalentes, theo- 
reme (VII.2. 1. (ii)) . Supposons que G soit resoluble; alors, d’apres la proposi- 
tion (VII.3.1), on a D{G) ^ G. On peut done considerer l’ensemble A/"o des sous- 
groupes normaux de G contenant D(G). Cet ensemble est non vide ( D(G ) S Vo), 
fini, ordonne par inclusion : il admet done un element maximal G±. On a 
D(G) C Gi, done le groupe G/G\ est abelien (TR.II.A), et il est simple puisque 
G\ est maximal. Le groupe G/G\ est done cyclique d’ordre premier. Le groupe G\ 
est resoluble, comme sous-groupe d’un groupe resoluble : on applique le meme pre- 
cede que ci-dessus pour construire un sous-groupe normal G 2 de G 1 tel G 1 /G 2 
soit cyclique d’ordre premier. Puisque G est fini, en reiterant un nombre fini de 
fois ce precede, on obtient une suite de composition 

{e} = G n < G n - 1 < • • • < G\ <1 Gq = G 


qui est une suite de Jordan-Holder dont les quotients sont des groupes cycliques 
d’ordre premier. 
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Reciproquement, supposons que le groupe G admette une suite de Jordan- 
Holder dont les quotients sont des groupes cycliques d’ordre premier : c’est une 
suite de composition dont les quotients sont des groupes abeliens, done G est 
resoluble. □ 

Comllaiw VII.4.2. Si p est un nombre premier, tout p-groupe fini est resoluble. 
Demonstration. C’est une consequence du lemme suivant : 

Lemme VII.4.1. Un groupe G d’ordre p n , ou p est un nombre premier, admet une 
suite de composition de longueur n, {e} = Go < • • • < G n = G, avec |Gj| = p l . 

Demonstration. On fait un raisonnement par recurrence sur n. Si n = 1, c’est 
evident, puisque G est cyclique d’ordre premier. Supposons le resultat vrai pour 
n — 1 et soit G un groupe d’ordre p n . On sait que G etant un p-groupe, son centre 
Z{G) n’est pas reduit a {e}, (exercice IV. 4). Le groupe Z{G) est d’ordre p m , il a 
done un sous-groupe H d’ordre p, normal dans G (puisque H C Z{G)). Le groupe 
G/H est un p-groupe d’ordre p n_1 . Par hypothese de recurrence, il admet une 
suite de composition 

{e} = H/H < G\/H < • • • < G n /H = G/H 
telle que \Gi/H\ = p* _1 . D’ou, on a 

{e} = G 0 < G x < • • • < G n = G 

avec |Crj| = p®. □ 
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Deuxieme partie 


THEORIE DES CORPS 



VIII 


ANNEAUX DE POLYNOMES 


Les anneaux de polynomes sont au coeur de la theorie de Galois. Nous allons, 
dans ce chapitre, donner les definitions et principales proprietes de ces anneaux, 
ainsi que quelques criteres d’irreductibilite des polynomes. Nous traiterons egale- 
ment des polynomes symetriques. 

Bien que les generalities classiques sur les anneaux soient, sans aucun doute, 
connues par le lecteur, pour etre complet nous commencerons par les rappeler sans 
demonstrations dans les paragraphes 1 a 5. Par contre, le fait que l’anneau K\X\, 
des polynomes a coefficients dans un corps, soit principal est essentiel pour la 
suite : aussi nous developperons en detail cette notion et etablirons ses proprietes. 

VIII. 1. )efinitions - Exemples 


Definitions VHL1.1. 

a) Un anneau est la donnee d’un ensemble non vide A et de deux lois 
de composition interne, notees + et . (appelees respectivement addition et 
multiplication) telles que 

(i) (A, +) est un groupe abelien (on notera 0 son element neutre) ; 

(ii) V (a, b, c) £ A x A x A, (a.b).c = a.(b.c ) ; 

(iii) 3 1 G A, V a £ A aA = l.a = a (element unite) ; 

(iv) V (a, b, c) £ A x A x A, a.(b + c) = a.b + a.c et (6 + c).a = b.a + c.a. 


Chapitre VIII. Anneaux de polynomes 


b) Si de plus la propriety suivante est verifiee : 

V (a, b) € A x A, a.b = b.a, 
l’anneau A est dit commutatif. 

c) Un corps est un anneau A non reduit a {0} tel que ( A \ {0}, .) soit un 
groupe. 


Exemples \BL1.1. 

a) L’ensemble des entiers relatifs Z, muni de l’addition et de la multiplication 
usuelles, est un anneau commutatif. 

b) Les ensembles Q des nombres rationnels, M des nombres reels, C des 
nombres complexes, munis des operations usuelles, sont des corps. 

c) L’ensemble M n (k ) des matrices (n,n) a coefficients dans un anneau com- 
mutatif k, muni de l’addition et de la multiplication des matrices, est un anneau, 
non commutatif pour n ^ 2. 

d) Soit G un groupe abelien (note additivement), alors End(G) muni de l’ad- 
dition et de la composition des morphismes de groupes est un anneau (en general 
non commutatif). 

e) Pour tout entier n > 0, le groupe abelien Z/nZ (c/. exemple I.1.2.b)), muni 
de la multiplication definie par cl(p)cl(q ) = cl(pq ) est un anneau commutatif, 
dont l’unite est cl( 1). 

Exerdce Vm.l. 

1. Soient X un ensemble et A un anneau. On note J-(X,A) l’ensemble des 
applications de X dans A. Montrer que X(X,A) muni des operations definies par 

\/feX(X,A), \/geX(X,A), VxeX, (f + g)(x) = f(x) + g(x) 

Vf€F(X,A), Vg£T(X,A), Vx £ X, (fg)(x) = f(x)g(x) 
est un anneau (commutatif si et seulement si A est commutatif). 

2. Soient X un ensemble et V(X) l’ensemble des parties de X. Pour deux 
elements A et B de V(X) on pose 

AAB = (A n (X \ B)) U(Bn(I\ A)), 
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qu’on appelle difference symetrique de A et B. Montrer que 'P(X') muni des 
operations 

MA G V(X), MB e V(X), ( A , B) AAB 
MA e V(X), MBeV(X), (A,B)^AnB 
est un anneau commutatif. 

Sauf dans quelques exemples, 


TOUS LES ANNEAUX CONSIDERED DANS CE LIVRE 
SONT COMMUTATIFS. 

Par consequent, dans toute la suite nous ne traiterons que le cas des anneaux 
commutatifs. 

Definition VIH.1.2. Un element a d’un anneau A admet un inverse s’il existe 
un element b de A tel que ab = 1. Un element a d’un anneau A est inversible 
s’il admet un inverse (qui est alors unique). On note alors a -1 son inverse et 
HJ(A) l’ensemble des elements inversibles de A. 


Proposition Vm.1.1. Soit A un anneau. Alors U(M) ; muni de la multiplication in- 
duite par celle de A, est un groupe (abelien) dont l ’unite de A est V element neutre. 

□ 


Exercice VHL2. 

1. Determiner U(M[X]). 

2. Determiner \J(J-(X,A)), ou X(X, A) est l’anneau defini a l’exercice 1.1.1. 

□ 

Remarque Vm.1. . II est clair qu’un anneau d / { 0} est un corps si et seulement 
si U(A) = A\{0}. 

Exercice VITI.3. (^f). 

1. Soient K un corps commutatif et G un sous-groupe fini de K* = U(/i). 
Montrer que le groupe G est forme de racines de l’unite, (c/. XV. 1), et qu’il est 
cyclique. (En notant n le ppcm des ordres des elements de G, on montrera, en uti- 
lisant le theoreme de structure des groupes abeliens de type fini ( cf. chapitre VI) , 
qu’il existe un element x de G d’ordre n et on montrera que G = ( x )). 

2. En deduire que si K est un corps fini commutatif a q elements, le groupe K* 
est cyclique d’ordre ( q — 1). 

Dans la question ci-dessus, l’hypothese corps fini commutatif est redondante 
puisque tout corps fini est commutatif (cf. chapitre XV). 
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Definition VHL1. . Une partie B d’un anneau (resp. corps) A est un sous- 
anneau (resp. sous-corps) de A si, munie des lois induites par celles de A, 
c’est un anneau (resp. corps). 

Proposition Vm.1.2. Une partie B d’un anneau A est un sous-anneau de A si et 
seulement si les trois conditions suivantes sont verifiees : 

(i) B munie de l’ addition induite par celle de A est un sous-groupe abelien de 

(A+) 

(ii) B contient U element unite 1 de A 

(iii) B est stable pour la multiplication de A. □ 

Exercice Vm.4. Montrer que l’ensemble 

A = {a + ib | a E Z, b E Z, i 2 = —1} 

est un sous-anneau de C. Determiner HJ(A). (Indication : utiliser le module d’un 
nombre complexe et le fait que U(Z) = {1}.) 

Proposition - Definition VIH.1.3. Soient A un anneau (resp. corps) et S une partie 
de A. Le sous-anneau (resp. sous-corps) de A engendre par S est le plus petit 
sous-anneau (resp. sous-corps) de A contenant S (pour la relation d’ordre in- 
duite par V inclusion) . C’est I’intersection des sous-anneaux (resp. sous-corps) de 
A contenant S. □ 

Remarque VHL1.2. Pour S = {0,1}, cela conduit a la notion de sous-corps pre- 
mier etudiee au chapitre IX. 

Exercice VIH.5. 

1. Determiner le sous-anneau et le sous-corps de M engendre par \/2. Memes 
questions avec y/2. 

2. Soient A un anneau et S une partie de A. Montrer que le sous-anneau de A 
engendre par S est forme des elements X C • • ■ \ k ’ avec S h G £ et n ij e N. 

finie 


VIII. 2. Ideaux Morphismes 
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L’etude faite au chapitre II montre que, si 1Z est une relation d’equivalence de- 
tune sur un anneau A, l’addition et la multiplication de A induisent sur l’ensemble 


VIII. 2 . Ideaux - Morphismes 


A/1Z une addition et une multiplication (x + y = x + y,x.y = xy) qui munissent 
A/1Z d’une structure d’anneau si et seulement si 1Z est compatible avec l’addition 
et la multiplication de A. 

D’apres (II. 2), en notant 7 la classe de 0 pour la relation 7 Z, le groupe abelien 
(A/1Z,+) s’identifie au groupe abelien (.A/7, +) et la multiplication de A induit 
une multiplication sur A/ 1. La relation TZ est compatible avec la multiplication 
de A si et seulement si 

VxE/,Va£d, a.x G I. 

Ceci conduit a la definition : 

Definition Vm.2. . Une partie 7 d’un anneau A est un ideal de A si / est un 
sous-groupe abelien de A pour l’addition et si 

Vx G 7,Va G A, a.x G I. 


Remanques VIU.2.1. 

a) II est clair que A et {0} sont des ideaux de A. 

b) II est evident que si I est un ideal d’un anneau A et si 1 G I, alors I = A. 
La discussion precedente montre que : 

Theoreme VIU.2.1. Soient A un anneau et I un ideal de A. Alors I’addition et 
la multiplication induites par celles de A sur A/ 1 le munissent d’une structure 
d’anneau. □ 

Proposition - Definition VIU.2.1. Si I et J sont deux ideaux d’un anneau A, alors 

7 + J = {x + y|xG7, yGJ} est un ideal de A, appele somme des ideaux I 
et J ; 

IJ = { xiyi | X; G 7,1/; G J} est un ideal de A, appele produit des ideaux 

finie 

I et J. 

Si {Ii}ieL es t une famille non vide d’ideaux d’un anneau A, alors O 7/ est un 

l&L 

ideal de A. □ 


Proposition - Definition VUI.2.2. Soient A un anneau et S une partie de A. On 
appelle ideal de A engendre par S le plus petit ideal de A contenant S. C’est 
I’intersection des ideaux de A contenant S. □ 
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Proposition VIH.2.3. Soient A un anneau et S une partie de A. L ’ideal de A en- 
gendre par S est forme des elements de A s’ecrivant ajSj, £ A, Si £ S. □ 

finie 

Notation : Si la partie S est reduite a un element, S = {a}, on note (a) l’ideal 
engendre par a. 

Definition VHI.2.2. Un ideal I d’un anneau A est dit propre si / / {0} et 
I + A. 


Proposition VIU.2.4. Un anneau commutatif A est un corps si et seulement s’il ne 
possede aucun ideal propre. □ 

Attention. Le resultat precedent est faux si 1’ anneau A est non commutatif. 
( Consider er un anneau de matrices.) Plus precisement, un corps ne possede pas 
d’ideaux propres ; l’hypothese de commutativite de l’anneau est necessaire pour 
demontrer l’implication dans l’autre sens. 

Exercice VHI.6. Montrer que les ideaux de 1’ anneau Z sont les (n) pour n parcou- 
rant N. (On utilisera la division euclidienne dans Z.) 


Definition VUZ.2. . Soient A et B deux anneaux (resp. corps). Un morphisme 
d’anneaux (resp. de corps) de A dans B est une application / : A — > B 
verifiant 

V (x,y) £ Ax A, f(x + y) = f(x) + f(y) 

V (x,y) £ Ax A, f(x.y) = f(x).f(y) 

/( 1 a ) = 1 B- 


Un morphisme d’anneaux (resp. corps) / : A — > B est un isomor- 
phisme d’anneaux (resp. corps) s’il existe un morphisme d’anneaux (resp. corps) 
g : A — > B tel que g o f = idA et / o g = ids- 
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Proposition VUI.2. . Soient A un anneau et I un ideal de A. La projection ca- 
nonique A — > A/ 1, qui a un element de A associe sa classe modulo I, est un 
morphisme surjectif d ’anneaux. □ 


VIII. 2. Ideaux - Morphismes 


Proposition VIU.2.6. Soit f : A — > B un morphisme d’anneaux. 

(i) Le noyau de f , Ker(f) = {x £ A \ f(x) = 0}, est un ideal de A et I’image 
de f , Im(f), est un sous-anneau de B. 

(ii) Si J est un ideal de B, alors I = f~ 1 (J ) est un ideal de A. 

(iii) Le morphisme f est un isomorphisme si et seulement si c’est un mor- 
phisme bijectif. □ 

Exercice \ ill. 7. 

1. Determiner tous les morphismes d’anneaux de Z dans Z, de (Q) dans Z, de 
M dans Q. (On remarquera que la condition /( 1) = 1 est tres contraignante et 
diminue fortement le nombre de morphismes possibles entre deux anneaux.) 

2. Soit / : A — > B un morphisme d’anneaux. Montrer que f(\J(A)) C U(i?). 

3. Montrer qu’un morphisme de corps est toujours injectif. 

Theoieme VIH.2.2 (de passage au quotient). 

(i) Soient A et B deux anneaux, I (resp. J) un ideal de A (resp. B), 
ir : A — > A/ 1 (resp. it' : B — > B / J ) la projection canonique. Pour tout morphisme 
d’anneaux f : A —> B tel que f(I) C J, il existe un unique f de A/ 1 dans A/ J 
tel que f o tt = it' o f. 

(ii) Soit f : A — > B un morphisme d’anneaux, alors les anneaux Im(f ) et 

A/Ker(f ) sont canoniquement isomorphes. □ 

Theowme VIH.2. . Soient f : A — > B un morphisme surjectif d’anneaux et 
K = Ker(f). 

(i) II existe une correspondance biunivoque entre les ideaux I de A qui 
contiennent K et les ideaux de B. 

(ii) Si I C A (K C I) et J C B sont des ideaux qui se correspondent par cette 
bijection, alors 

A/I ~ B/J ~ (A/K)/(I/K). □ 

Remarque VIH.2.2. Si A est un anneau et I un ideal de A, la proposition prece- 
dente, appliquee a la projection A — > A/I, montre qu’il y a une correspondance 
biunivoque entre les ideaux de l’anneau A/I et les ideaux de A qui contiennent I. 

Exercice VHL8. Montrer que les ideaux de l’anneau Z/nZ correspondent aux 
nombres entiers positifs qui divisent n. 

Les exercices VIII. 6 et VIII. 8 montrent qu’il y a une relation etroite entre 
nombres et ideaux. Nous pouvons expliciter maintenant 1 ’interpretation de la di- 
visibilite des nombres en termes d’ideaux. 
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Definition VIH.2. 4. Soient A un anneau, a et b deux elements de A. On dit que 
a divise b, ou que a est un diviseur de b, et on ecrit a\b, s’il existe un element 
c 6 A tel que b = ac. 


Dans cette situation, on considere les ideaux (o) et (6) de A, engendres par 
a et b respectivement. Tout element de (6) s’ecrivant xb, avec s’ecrit xac, 

done appartient a (a). On en deduit done que 

[a|6]=>[(a)D(6)]^[6e(a)]. 

Reciproquement, soient a et b deux elements d’un anneau commutatif A et (a), (6) 
les ideaux qu’ils engendrent. Si (a) D (6), alors b E (a), i.e. il existe c E A tel que 
b = ac, i.e. a divise b. 

On voit done que la divisibility des elements dans un anneau se traduit par 
l’inclusion des ideaux qu’ils engendrent. On peut remarquer, d’apres la definition 
du produit de deux ideaux, que si I et J sont des ideaux d’un anneau A, on a 
I D IJ, ce qui correspond bien a l’idee naturelle que I divise le produit IJ. 

On sait que dans l’anneau Z les nombres premiers jouent un role capital, 
puisque tout nombre entier se decompose de maniere unique (a l’ordre pres des 
facteurs) en un produit de nombres premiers. Le parallele entre divisibility des 
elements et inclusion d’ideaux evoque ci dessus, nous conduit a introduire la notion 
d’ideal premier (et d’ideal maximal), qui joue dans les anneaux principaux (et dans 
des anneaux plus generaux), relativement aux ideaux, un role analogue a celui des 
nombres premiers, relativement aux nombres entiers. 

VIII. 3. Ideaux maximaux, ideaux premiers 


Defi ni tion VHL3.1. Un anneau A non nul est integre si 

Va E A, Mb E A, [ab = 0] =>• [a = 0 ou b = 0]. 

Si l’anneau A n’est pas integre, des elements non nuls a et b tels que ab = 0 
sont appeles des diviseurs de zero. 


Exemple VHL3.1. L ’ anneau Z est integre. Tout corps est integre. L’anneau M 2 (M) 
n’est pas integre. 
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Exercice VIH.9. 

1. Soit p un nombre premier. Determiner tous les diviseurs de zero de l’anneau 
Z/p 2 Z. 

2. Montrer que pour tout n ^ 2 et pour tout corps commutatif k, l’anneau 
M n {k ) n’est pas integre. 

3. Montrer que si X est un ensemble tel que card(X) > 1, l’anneau J-(X,A) 
defini a l’exercice VIII. 1.1 n’est pas integre. 

4. Un element a d’un anneau A est nilpotent s’il existe un entier n > 0 tel 
que a n = 0. 

a) Montrer que dans M n (k), n ^ 2, il existe des elements nilpotents. 

b) Soient a et b des elements d’un anneau A. Montrer que si ab est nilpotent, 
alors ba Test aussi. 

c) Montrer que si ab = ba et si a et 6 sont nilpotents, alors ab et a + b sont 
nilpotents. 

Remarque Vm.3. . II est clair qu’un sous-anneau d’un anneau integre est integre. 
Ce n’est pas le cas pour le quotient par un ideal, comme on le voit facilement avec 
Z/4Z par exemple. 

On va degager une notion d’ideal telle que l’integrite de l’anneau soit conservee 
par passage au quotient par les ideaux de ce type. 

Proposition Vm.3.1. Soient A un anneau et p ^ A un ideal de A. Les assertions 
suivantes sont equivalentes : 

(i) L’anneau M/p est integre 

(ii) Pour tous a et b elements de A, on a [ab £ p] => [a£p ou b £ p] . □ 

Definition ’III. 3. 2. Soit A un anneau, un ideal de A, distinct de A. est dit 
premier s’il verifie les assertions de la proposition (VIII. 3.1). 

Remarque VIH.3.2. L’ ideal (0) d’un anneau A est premier si et seulement si A est 
integre. 

Pmposition VBI.3.2. Soient A un anneau et m un ideal propre de A. Les assertions 
suivantes sont equivalentes : 

(i) Si I est un ideal de A tel que m C I C A alors I = m ou I = A 

(ii) Si a est un element de A qui n’appartient pas a m, Videal engendre par 

m U {a} est egal a A. □ 
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Definition Vm.3. . Un ideal propre m d’un anneau A, est dit maximal s’il 
verifie les conditions de la proposition (VIII. 3. 2). 


Proposition Vm.3.3. Soit A un anneau, un ideal propre m de A est maximal si et 
seulement si l’ anneau A/m est un corps. □ 

Proposition VIH.3.4. Un ideal maximal est premier. □ 


Attention. La reciproque est fausse. (Considerer, par exemple, l’ideal engendre 
par X dans 1’ anneau de polynomes Z[X].) 

Theoreme VHI.3.1. Soit A un anneau, tout ideal I de A est contenu dans un ideal 
maximal de A. □ 


Exercice VHL10. 

1. Montrer qu’un ideal (p) de Z est maximal (resp. premier) si et seulement si 
p est un nombre premier (resp. nul ou premier). (On remarquera done que dans 
1’ anneau Z un ideal non nul est maximal si et seulement s’il est premier. Ceci est 
une propriety generate des anneaux principaux qui sera etudiee au paragraphe 7.) 

2. Deduire de ce qui precede que l’anneau Z/pZ est un corps si et seulement 
si e’est un anneau integre. 

Ceci est vrai de faqon plus generale pour les anneaux finis, comme le montre 
la question suivante. 

3. Soit A un anneau fini integre. 

a) Montrer que pour tout element o 6 4, a / 0, les applications 5 a : x i— ► xa 
et 7 a : x i— > ax sont des automorphismes du groupe (A,+). 

b) En deduire qu’un anneau fini est un corps si et seulement s’il est integre. 

(On pourra remarquer que, si l’on suppose que A est un ensemble fini muni 

de deux lois satisfaisant les axiomes definissant un anneau, sauf celui concernant 
l’existence d’un element unite, l’assertion a) ci-dessus est encore vraie et qu’elle 
entraine l’existence de l’element unite.) 


VIII. 4. Produit d’anneaux - Theoreme chinois 

Soient {Aj}iel une famille non vide d’anneaux : on note l’ensemble des 

elements (aj)jg/ oil, pour tout i E /, Oj G A*. 


i&I 
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Proposition - Definition VUL4.1. L ’ensemble IP- muni de I’addition compos ante 

i£l 

par composante et de la multiplication composante par composante, est un anneau 
dont Velement neutre (pour I’addition) est la famille formee des elements neutres 
des Ai, i E I, et Velement unite est la famille formee des elements unites des Ai, 
i € I. Cet anneau est appele le produit des anneaux Ai, i € /. 

Les axiomes d’anneau sont verifies pour IP i car ils sont verifies pour chaque 

iei 

composante. □ 

Theoreme VHf.4.1 (propriete universelle du produit d’anneaux). 

Soient {Ai\i & i une famille non vide d’anneaux et pi, i £ I, les projections 
canoniques de IP i sur A{, i 6 I. Pour tout anneau B et tout morphisme d’an- 
iei 

neaux fi : B — > Ai, i E /, il existe un unique morphisme d’anneaux h : B — > IP. 

iS/ 

tel que pi o h = fi, i E I . □ 

Definition Vm.4. . Deux ideaux I et J d’un anneau A sont etrangers si 
I + J = A. 

Proposition Vm.4.2. Soient A un anneau, I et J deux ideaux de A. 

(i) L’anneau A/ (I H J) est isomorphe a un sous-anneau de A/ 1 x A/J. 

(ii) Si les ideaux I et J sont etrangers, alors : 

IJ = in J 


et 


Va E A, V6 G A, 3 x G A tel que x = a ( mod I) et x = b ( mod J). 


(iii) Si les ideaux I et J sont etrangers, alors les anneaux A/IJ et A/ 1 x A/ J 
sont isomorphes. □ 

Plus generalement, on a le resultat suivant : 


Theoreme VIH.4.2 (le theoreme chinois). Soient A un anneau et ai,...,a n des 
ideaux de A tels que a.j + a,j = A pour tout i j. 
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(i) Soient x±, . . . ,x n des elements de A, alors il existe un element x de A tel 
que x = Xi (mod a,J, i = 1, n. 


(ii) Les projections canoniques 7T,. : A — > A/ a,;, i = 1 induisent un 

isomorphisme d’ anneaux 



Exeaice VHI.11. 

a) Montrer que si p et q sont des entiers positifs, pZflgZ = pqZ si et seulement 
si p et q sont premiers entre eux. 

Montrer que les anneaux Z/pZ x TL/qL et Z/pgZ sont isomorphes si et seule- 
ment si p et q sont premiers entres eux. 

b) Generaliser cette derniere assertion en montrant que les anneaux 


Z/piZ x ... x Z/pfcZ et Z/pi . . . pfcZ 


sont isomorphes si et seulement si les entiers pi, 1 ^ i ^ k, sont premiers entre 
eux deux a deux. 

c) Montrer que pour tout nombre n £ N* dont la decomposition en facteurs 
premiers est n = p^ 1 . . . p/ k . l’anneau Z/nZ est canoniquement isomorphe a l’an- 
neau Z/p^Z x . . . x Z/p^Z. 

VIII. 5. Corps des fractions d’un anneau integre 

Le but de ce paragraphe est d’associer, a tout anneau integre A, un corps 
F(A) et un morphisme injectif d’anneaux A — > F(A). Ceci entraine que tout 
anneau integre peut etre identifie a un sous-anneau d’un corps. Le corps F(A) est 
construit a partir de l’anneau A comme Q est construit a partir de Z. Ce corps 
s’appelle le corps des fractions de l’anneau A. 

Soit A un anneau integre. On pose S = A \ {0} et on definit sur l’ensemble 
A x S une relation d’equivalence par 



On note a/s la classe d’equivalence du couple (a, s). On definit sur l’ensemble 
quotient ( A x S)/1Z une addition et une multiplication par 


a/s + a / s' = (s' a + sa)/ss' 
(a/ s)(a' / s') = aa'/ss' 


oil les operations apparaissant dans les seconds membres sont celles de A. 
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Theowme VHI.5.1. Les operations ci-dessus sont bien definies et munissent I’en- 
semble quotient ( A x S)/1Z d’une structure de corps, qu’on notera F(A). L ’appli- 
cation a i— » a/1 est un morphisme injectif d’anneaux de A dans F(A). □ 

Exemples VIH.5.1. 

a) Si A = Z, F(A) = Q. 

b) Si A = R[X], F(A) est le corps des fractions rationnelles enla coefficients 
dans M. Plus generalement, si A est un anneau integre, F(A[X]) = F(A)(X), le 
corps des fractions rationnelles a coefficients dans le corps F(A). 

L’exercice ci-dessous montre que le corps des fractions d’un anneau integre est 
solution d’un probleme universel. Ceci montre l’unicite (a isomorphisme unique 
pres) du corps construit ci-dessus et permet, en particulier, de verifier si un corps 
donne est le corps des fractions d’un anneau integre donne. 


Exercice VHL12. (^f). Soit A un anneau integre ; montrer qu’un corps K est iso- 
morphe au corps des fractions de A si et seulement s’il existe un morphisme injectif 
d’anneaux cp : A — > K et si, pour tout corps L et tout morphisme injectif d’an- 
neaux a : A — » L, il existe un unique morphisme (injectif) de corps i/> : K — » L 
tel que a = ip o ip. 


VIII.6. Anneaux de polynomes 

Soit n un entier strictement positif. On note i= (i\, . . . ,i n ) les elements de 
N n et, pour deux elements i = (i \, . . . , i n ) et j = (ji, ■ ■ ■ ,j n ) de N n , on pose 
i + j = (h + Ji, • • • An + j n )• On remarquera que l’element 0 = (0, . . . , 0) est un 
element neutre pour cette loi. 

Soit A un anneau commutatif. On note P n (A) l’ensemble des applications 
/ : N n — > A telles que f(i) = 0 sauf pour un nombre hni de i S N n . On definit 
sur P n (A) deux operations en posant : quels que soient f,g£ P n (A) 

f + g: N n — > A 

i ^ f(i) + g(i) 

h = fg : N n — > A 

i •-> h(i) = ^2 j+k=i f(l)g(k). 
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Exencice VHL13. 

1. Verifier que ces operations munissent P n (A ) d’une structure d’anneau com- 
mutatif, dont 1 ’ element unite est l’application definie par 

f i i — * 0 si i / 0 

U—^i- 

2. Montrer que l’application A — » P n (A), definie par a i — > f a , avec f a ( 0) = a 
et fail) = 0 si i 7 ^ 0 , est un morphisme injectif d’anneaux. 

Dans la suite, on identifiera, par ce morphisme, le sous-anneau {f a }aeA de 
P n {A) a l’anneau A. 


VIII. 6.1. Cas n = 1 

Les elements de N seront notes i (et non pas i). On note X l’application 
N — > A definie par X(l) = 1 et X{i) = 0 si i ^ 1. D’apres la definition de la 
multiplication dans Pi{A), on a 

X\i) = Xti)X(k) = 

j-\-k=i 
et 

,, wr f 0 si i V s 

VsgN,0 1, X s (i) = < . X 

[1 si i = s. 

On pose X° = /i, i.e. X°{i) = 0 si i / 0 et V°(0) = 1. 

Pour tout element a ^ 0 E A et tout entier s de N, l’application aX s definie par 


f 0 si i 7 ^ 2 
| 1 si i = 2 


aX s {i ) 


0 si i s 
a si i = s 


est appelee mondme de coefficient a; s est le degre de a X s . 

Par consequent, en posant, pour tout i 6 N, f(i) = a,i, tout element / de 
Pi(A) admet une ecriture unique 


n 

f = Y J ^x\ 

i=0 

avec n = sup{i £ N | f{i) 0}. On dit que / est un polynome en X. 

Les a,i sont les coefficients de / et cq = 0 pour tout i si et seulement si 

f = fo = 0- 
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Si / 7^ 0 , on definit le degre de /, note deg(f), comme etant le plus grand 
entier n tel que, dans l’expression / = Yl a iX l , a n soit non nul. Le coefficient 
a n est alors appele le coefficient dominant de /. Le coefficient ao est appele 
coefficient constant de /. Un polynome non nul de degre n est dit unitaire si 
son coefficient dominant est egal a 1. 

Si / = 0 , par convention, on pose deg(f) = — oo. 

On note A[X\ l’anneau Pi(A). On remarquera que les operations definies 
ci-dessus dans P n (A), correspondent, dans le cas n = 1 , a l’addition et a la 
multiplication usuelles des polynomes. 


VIII. 6. 2 . Cas n < 


On considere les n-uples suivants : 


ii = (1,0, ... ,0), • ij = (0, ... ,0,1,0,. . . ,0), • i n = (0, .. . ,0,1), 

ou dans ij = ( 0 , . . . , 0 , 1 , 0 , . . . , 0 ) le 1 est a la j eme place, et on definit X k G P n (A), 
1 ^ k Sj n, par 


X k (i) 


1 si i = i k 
0 si i 7^ i k . 


On pose X { ) egal a l’element unite de P n (A), quel que soit k. 

Pour tout a G A et tout i = (i \, . . . , i n ), d’apres la definition de la multiplica- 
tion dans P n (A), l’element alj 1 . . . X ^ de P n (A ) verifie 


aX?...XZ(j) 


a si j = i 
0 si j 7^ i 


(verification par recurrence sur |i| = i\ + . . . + i n ). Un tel element est appele un 
monome et, s’il n’est pas nul ( i.e . si a 7^ 0), son degre est |i| = i\ + . . . + i n . 

Par consequent, en posant /(£) = a*, chaque element de P n (A) s’ecrit alors de 
fagon unique sous forme d’une somme finie de monomes distincts 


f = Y J <p_x[x..x i n ^ 

i 


avec i = (i \ , i n ). Une telle expression est appelee polynome en les n in- 
determinees X 1 , . . . , X n . les a, sont les coefficients de ce polynome, ao est le 
coefficient constant. Le degre total, note deg(f), du polynome / / 0 est le 
sup des |i| = i\ + . . . + i n tel que soit non nul. Par convention, si / = 0 , on 
pose deg(f) = —00. 

On note l’anneau P n (A ) sous la forme A[X 1, . . . , V ra ], 
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Definition VIH.6. . Un polynome non nul / est dit homogene de degre s, si 
tous ses monornes ai X j 1 . . . X non nuls ont meme degre |z| = s. Si / = 0, il 
est homogene de degre — oo. 


Proposition VIH.6.1. Si f et g sont deux polynomes homogenes et si fg 7 ^ 0, alors 
fg est homogene de degre total egal a la somme des degres de f et g. 

Demonstration. Les polynomes f et g etant homogenes de degre total respectif s 
et t, ils s’ecrivent 


f = Y j a i X i l X..X i -, *! + ... + *„ = a 

i 

et 

9 = Yl b L X l ■ ■ - X n, jl + ■■■+jn = t. 

i 

Si fg est non nul, il existe au moins un coefficient non nul 

Ch — ^ ' Oipj , 
i+l=h 


et chacune de ces expressions non nulles est coefficient du monome 

Ch Xl 1+jl . . . X l n n+jn 

qui est de degre *1 + ji + . . . + i n + j n = s + t, d’ou le resultat. □ 

Proposition VIU. 6 . 2 . Un polynome f de A[X 1, . . . , V n ] ; de degre total m, s’ecrit de 
fagon unique comme une somme / = /o + /1 + ■ ■ • + fm> f s est soit nul, soit 
homogene de degre s et ou f m 7^ 0. 


Demonstration. Pour tout s, 0 ^ s ^ m, f s est la somme de tous les monornes de 
degre s de / ; s’il n’y en a pas, on pose f s = 0. Puisque / est de degre total m, 
on a f rn 7^ 0. □ 

Conollaire VHI.6.1. Si f et g sont deux polynomes de A[X\, . . . ,X V \ ) on a 

deg(fg) ^ deg(f ) + deg(g). □ 
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Remarque Vm.6. . Si on a 1 ^ m < n, on peut identifier P m (A ) a un sous-anneau 
de P n (A), en identifiant N m a l’ensemble des elements de N n dont les (n — m ) 
dernieres composantes sont nulles. Ceci permet d’identifier 

A[X i,...,X n \ et A[Xi, . . . , X m ][X m+ i, . . . ,X n ], 

En particnlier, en ecrivant A[X\, . . . ,X n ] = A[X i, . . . , X„_i][X n ], une recurrence 
evidente montre que si une propriete V, verifiee par un anneau A, est egalement 
verifiee par l’anneau A[V], alors cette propriete V est aussi verifiee par l’anneau 
A[X i, . . . , X n ], pour tout n ^ 1. 

Proposition VIH.6.3. Si I’anneau A est integre, il en est de meme de I’anneau 
A[X et si f et g sont deux polynomes non nuls, le degre total de fg 
est la somme des degres totaux de f et g. □ 

Remarque VHI.6.2. Si K est un corps, l’anneau K [X \ . . . . ,X n ] est integre, done, 
d’apres le theoreme (VIII. 5.1), il admet un corps de fractions, note K(X i, . . . , X n ), 
appele corps des fractions rationnelles sur K en n indeterminees. 

Theoreme VIU.6.1 (propriete universelle de A[X \, . . . , X n ]). Soient A et B deux 
anneaux, (p : A B un morphisme d’ anneaux et y\, ... ,y n des elements de B. Il 
existe un unique morphisme d’anneaux ip : A[X \, . . . , X n ] — > B tel que = p et 
=yi, i= 

Demonstration. Tout element / de A[X i, . . . , X n ] s’ecrit de maniere unique comme 
somme d’un nombre fini de monomes distincts 

/ = ^a i X{V..^. 

i 

En p os ant 

^(/) = Vl-’-Vni 

i 

on obtient une application ip bien definie qui verifie ip^ = <p et, pour tout i, 
tp(Xi) = yi. Verifions que ip est un morphisme d’anneaux. 

On a ip(l) = = 1- D’autre part, soient 

f = Y J ^X i l X..X i - et g = Y J b l X{P..Xt, 
i i 

alors 

/ + ^ = ^(a i +6 1 ) X?...Xi? 
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ou ai (resp. bf) est mil si le monome X j 1 . . . X n’apparait pas dans / (resp. g ), 
et 

fg = Y c h x i 1 --- X n n , c h = Y a i b r 

h i-\-j =h 


On a done 


^(/ + 9) = Y + b i> y i ■■■ y l n = 

i 

Y v( a i) y l i ■■■ y l n + Y v( b i) y l i ■■■ y n = W) + i%)- 


D ’autre part, 


il’(fg) = Yv( c h) Vi 1 ■■■Vn ri i 


mais 


d’ou 


<p(ch) = Y 

i+j=h 


i’(fg) = Y ( X ) Vi 1 ■ ■ ■ y n n = 

h \ i-\-j =h 


Y viadvi ■■■y l n\ XI v( b i) Vi ■■■ Vn | = ^(f)^(g)- 


□ 


Theoisme VUI. 6.2 (division euclidienne). Soient A un anneau integre et f, g deux 
elements de I’anneau A[V]. On suppose que le coefficient dominant de g est un 
element inversible de A. Alors, il existe un couple unique ( q , r) £ A[X] x A[X\ tel 
que f = gq + r et deg(r) < deg(g). 


Demonstration. Existence : On pose m = deg(f) et deg(g) = n. Si m < n, le couple 
(0, /) repond a la question. Si m = n, e’est evident. On suppose que m > n et 
le resultat est vrai pour m — 1. On peut ecrire / = bX m + . . . et g = aX n + . . ., 
alors af — bX^ m ~ n ' ) g est de degre inferieur ou egal a m — 1 et, par hypothese de 
recurrence, il existe un couple ((?i,ri), avec deg(ri) < deg(g), tel que 


af-bX m - n g = g qi + ri . 


D’ou 

f = a-\bX m - n + q 1 )g + a- 1 r 1 , 

ce qui est l’egalite cherchee, avec q = a~ l (bX m ~ n + q±) et r = a~ 1 r 1. 
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Unicite : Supposons qu’il existe un autre couple ( q',r '), avec deg(r') < deg(g), 
tel que f = gq' + r' . Alors g(q — q') = r' — r et, si r' — r ^ 0, deg(q — q') + deg(g) = 
deg(r' — r), ce qui est impossible. D’ou r = r' , ce qui entraine q = q' . □ 

VIII. 7. inneaux principaux 


Soient K un corps et I un ideal de K[X\. Si I = {0}, alors I est engendre par 0. 
Supposons I ^ {0} et soit P un polynome non nul appartenant a I et de degre 
minimal pour cette propriete. Tout polynome S E I est tel que deg(S) ^ deg(P) 
et l’on peut faire la division euclidienne S = PQ + R. Le polynome R appartient 
a I, done est nul par minimalite du degre de P. Par consequent, S est un multiple 
de P, autrement dit, I = ( P ). 

Cette propriete conduit a la notion d’anneau principal. 

Definitions Vm.7.1. 

a) Soient A un anneau et I un ideal de A. On dit que / est principal s’il 
est engendre par un element {i.e. 3 a G A tel que I = (a)). 

b) Un anneau A est principal s’il est integre et si tout ideal de A est 
principal. 

La discussion precedente montre le resultat fondamental suivant : 

Theoreme VIH.7.1. Si K est un corps, I’anneau de polyndmes A"[X] est principal. 

□ 


Remarques importantes VUL7.1. 

a) Si l’element a E A est inversible, alors aa^ 1 = 1 G (a) et, d’apres la 
remarque VIII. 2. l.b, (a) = A. 

b) Dans un anneau integre, (a) = ( a ') est equivalent a a! = ua avec u element 
inversible de A. En effet, si (a) = (a'), il existe u G A et v G A tels que a' = ua 
et a = va! : on a done a! = uva', d’ou a'{ 1 — uv) = 0 et, puisque l’anneau A est 
integre, uv = 1. Si a ' = ua, alors (a') C (a). Si u est inversible, on a a = u~ l a ' , 
d’ou (a) C ( a' ). 

Autrement dit, dans un anneau principal, les generateurs d’un ideal quel- 
conque sont « egaux a un element inversible pres ». 

Exencice VLOL 4. Montrer que l’anneau Z[X] n’est pas principal. (Considerer 
l’ideal de Z[X\ engendre par 2 et X.) 
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Remarque VHI.7.2. Une demonstration analogue a celle du theoreme VIII. 7.1 
montre que l’anneau Z est principal. L’exercice VIII. 14 ci-dessus montre que la 
propriete pour un anneau A d’etre principal ne se transmet pas necessairement a 
l’anneau de polynomes M[V]. 

Nous allons montrer que les anneaux principaux satisfont une propriete de 
« finitude » . 

Nous allons d’abord etablir un resultat general. 

Theoreme VIZI. 7.2. Soit E un ensemble ordonne ; les assertions suivantes sont 
equivalentes : 

(i) Toute famille non vide d’ elements de E admet un element maximal 

(ii) Toute suite croissante (x n ) n ^o d’ elements de E est stationnaire. 


Demonstration. Montrons que (i) implique (ii). Soient (x n ) n£ N une suite croissante 
d’elements de E et x q un element maximal de l’ensemble {x n } ne N- Pour n ^ q, 
on a x n ^ x q , d’apres la croissance de la suite, d’ou x n = x q d’apres la maximalite 
de x q . 

Montrons que (ii) implique (i). Supposons qu’il existe une famille non vide 
F de E sans element maximal. Alors, pour x G F, l’ensemble des y E F tels 
que y > x est non vide. D’apres l’axiome du choix (c/. appendice), il existe une 
application / : F — > F telle que, pour tout i£f, f(x) > x. En fixant un element 
xq et en posant x\ = f(x o), . . . ,x n +i = f{x n ), on obtient une suite strictement 
croissante. Elle ne peut done etre stationnaire. □ 

Theomme VIH.7.3. Soit A un anneau principal. 

(i) Toute suite croissante d’ideaux de A est stationnaire. 

(ii) Toute partie non vide de V ensemble des ideaux de A, ordonne par inclusion, 
admet un element maximal. 


Demonstration. D’apres le theoreme (VIII. 7. 2), il suffit de demontrer l’assertion (i). 
Soit (I n )n£N une suite croissante d’ideaux de A : alors / = (J n gN ^ n es ^ un ideal 
de A, d’ou il existe a G A tel que / = (a). Done il existe m £ N tel que a £ I m . 
Or, pour tout p ^ m, on a I m C I p C / = (a) C I m . Ce qui signifie que la suite 
(/ ra ) ne pj est stationnaire, a partir du rang m. □ 
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Definition Hl.7.2. Soient A un anneau integre et a un element non mil de A. 

a) L’element a est dit irreductible s’il n’est pas inversible et si l’egalite 
a = be, ( b , c) € A x A, implique que b on c est un element inversible de A. 

b) L’element a est dit premier si l’ideal (a) est premier. 

Remarques VHI.7.3. 

a) D’apres la definition d’un ideal premier, definition (VIII. 3. 2), un element 
a £ A est premier s’il est non nul et non inversible et verifie 

a\bc =$• (a\b ou a\c). 

b) Un element a d’un anneau A est irreductible (resp. premier) si et seulement 
si, pour tout element inversible u de A, ua est irreductible (resp. premier, d’apres 
la remarque (VIII. 7.1)) dans A. Par consequent, on considerera les elements ir- 
reductibles (resp. premiers) d’un anneau, « aux inversibles pres ». II est facile de 
verifier que ceci definit une relation d’equivalence sur l’ensemble des elements ir- 
reductibles (resp. premiers) de l’anneau A. Dans la suite, on notera V un systeme 
de representants des classes pour cette relation d’equivalence. 

Proposition Vm .7.1. Si A est un anneau integre, tout element premier non nul est 
irreductible. 

Demonstration. Puisque l’ideal (a) est premier, on a (a) 7 ^ A, done a est non 
inversible dans A. Si a = be, alors b £ (a) ou c £ (a) puisque (a) est un ideal 
premier. Si b £ (a), alors b = ua, d’ou a = be = uac et a(l — uc) = 0. Puisque 
l’anneau A est integre, on a (1 — uc) = 0, ce qui signifie que c est inversible. Si 
e’est c qui appartient a (a), le rrierne raisonnement montre que b est inversible. □ 

Attention. La reciproque est fausse (of. exercice VIII. 15 ci-dessous). Cepen- 
dant, voir la remarque VIII. 7. 4 ci-dessous. 

Exercice VEIL . Soient K un corps et A le sous-anneau de K\X,Y] forme des 
polynomes dont le degre total est pair. Montrer que l’element XY est irreductible 
dans A, mais pas premier. 

Proposition Vm.7.2. Soient A un anneau integre et a 7 ^ 0 un element de A. 

(i) Si l ’ideal (a) est maximal, V element a est irreductible. 

(ii) Si A est principal et si a est irreductible, l ’ideal (a) est maximal. 
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Demonstration, (i). Si l’ideal (a) est maximal, il est premier, l’element a est done 
premier, et par consequent irreductible. 

(ii). Supposons que l’element a soit irreductible et que l’anneau A soit princi- 
pal. Supposons qu’il existe un ideal / = (6) de A tel que (a) C I. Alors a = be et, 
puisque a est irreductible, b ou c est inversible. Si b est inversible, alors ( b ) = A 
et si c est inversible, alors b = ac _1 et (6) = (a). On en deduit que l’ideal (a) est 
maximal. □ 

Remarque VHI.7. . Un ideal maximal etant premier, ce qui precede montre que, 
dans un anneau principal, les elements premiers (resp. les ideaux premiers non 
nuls) et les elements irreductibles (resp. les ideaux maximaux) coincident. En 
particulier, si K est un corps et si / est un polynome de A'[X],ona les equivalences 
suivantes : 

/ est irreductible K[X]/(f) est un corps K[X]/(f) est integre. 

Exercice VHL 16. Montrer que l’anneau A[X] est principal si et seulement si A est 
un corps. 

Proposition VUL7.3. Soit A un anneau integre dans lequel tout element non nul et 
non inversible est produit fini d’ elements irreductibles de A. Alors les assertions 
suivantes sont equivalentes : 

(i) Si a est un element non nul et non inversible de A et si a = p\ ... p n = 
qi . . . q m , ou les elements pi, ■ ■ ■ ,p n , qi, ■ . . , q m sont des elements irreductibles 
de A, alors m = n et il existe une permutation a G S n et des elements inversibles 
de A, m, . . . ,u n , tels que = Uip a i = l,...,n 

(ii) Si a est un element irreductible de A, alors a est un element premier. 


Demonstration. Montrons que (i) implique (ii). Soient b et c deux elements non 
nuls de A et supposons que a divise be. Si b (resp. c) est inversible, il est evident 
que a divise c (resp. b ). On suppose done que b et c sont non inversibles. On a 
alors be = ad avec d non inversible, sinon l’element a etant irreductible, on aurait 
b ou c inversible. On a done 

b = p 1 ...p r , c = p r+ i...p r+s , d=q 1 ...q t 

ou les pi et qj, 1 ^ i ^ r + s, 1 ^ j ^ t, sont des elements irreductibles de A. 
L’egalite be = ad s’ecrit alors 

Pi ■ ■ ■ PrPr+1 ■ ■ ■ Pr+s = aqi . . . q t . 
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D’apres la condition (i), il existe un *o, 1 ^ io ^ r + s, et un element inversible 
Ui 0 de A tels que a = Ui 0 pi 0 . On en deduit que si 1 ^ ^ r, alors a divise b et si 

r+l^io^r + s, alors a divise c. 

Montrons que (ii) implique (i). Soit a = p\ . . .p n = q\ . . . q m , ou les elements 
pi, . . . ,p n , q \, . . . , q m sont des elements irreductibles de A. II s’agit de montrer 
que m = n et que, pour tout z, il existe une permutation cr £ S n et un element 
inversible m tels que qi = v n Po(%) ■ On precede par recurrence sur n + m : si 
n + m = 2 , alors p\ = q\ . Supposons le resultat etabli pour n' + m! < n + m; 
comme q\\p\ . . .p n et que q\ est irreductible, d’apres (ii) qi\pj pour un certain j et 
il existe u± tel que q\ = u\Pj. On peut done appliquer l’hypothese de recurrence 
a q2 ■ ■ ■ q m et p\ . . . pj-\pj+\ . . . p n : on a n — 1 = m — 1, il existe une permutation 
[i G S n - 1 et des elements inversibles U2 , ,u n tels que g* = Utp^y On a done 
n = m et on etend p en un element a E S n en posant <r(l) = j et a (i) = p(i) 
pour i = 2 , . . . , n. □ 

Theoreme VIU.7.4. Soit A un anneau principal, alors : 

(i) Chaque element non nul et non inversible de A s ’ecrit comme produit fini 
d’ elements irreductibles de A 

(ii) Les deux assertions equivalentes de la proposition VIII. 7. 3 sont verifiees. 

Demonstration, (i). Si A est un corps, l’ensemble des elements non nuls et non 
inversibles est vide et toutes les assertions ci-dessus sont verifiees. On suppose 
done que A n’est pas un corps. 

Soient a un element non nul et non inversible de A. Si a est irreductible, 1 ’ as- 
sertion est verifiee. Supposons que a est non irreductible : montrons d’abord que a 
admet un facteur irreductible. S’il n’en admettait pas, on pourrait ecrire a = a\b\ 
avec oi et b\ non inversibles. De la meme maniere, on aurait a± = 0262 avec 02 et 
62 non inversibles. En reiterant ce precede, on aurait une suite d’elements avec 
fli|oi+i et) pour tout i, ai 7^ itjOj+i avec Ui inversible. Autrement dit, on aurait 
une suite strictement croissante d’ideaux {(a)}i S N: ce qui est en contradiction 
avec le fait que A est un anneau principal, d’apres le theoreme (VIII. 7 . 3 ). Ceci 
montre que a = p\a\ avec p\ irreductible : si 01 est inversible, e’est termine. Sinon, 
on a a\ = P2 fl 2 avec P2 irreductible. Ce processus s’arrete au bout d’un nombre 
fini d’etapes, sinon on aurait a nouveau une suite strictement croissante d’ideaux 
{(a)}j S N- Il existe done un entier n tel que a = a n p\ . . .p n , avec a n inversible et 
pi, ... ,p n irreductibles. 

(ii). Supposons que q soit un element irreductible de A et que q\bc. D’apres 
l’assertion (i), on peut ecrire b = uY\ p ^p p np , avec u inversible et n p entiers positifs 
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ou mils, non nuls pour un nombre fini de p, et c = v\\ p ^pp Hp , avec v inversible 
et n'p entiers positifs ou nuls, non nuls pour un nombre fini de p. Puisque q\bc, on 
a n q + n' q ^ 1, done n q ^ 1 ou n' q ^ 1 et q\b ou q\c. □ 

Remarques VHL7.5. Nous allons ici preciser la remarque VIII. 7. 3. b. Soit A un 
anneau principal, il existe un ensemble V d’elements irreductibles de A tel que : 

(i) Vp, q G V, si p / q, alors Vu G U(A), q / up 

(ii) Tout element irreductible de A est multiple d’un unique element de V par 
un element inversible de A 

(iii) Tout element a de A, non nul et non inversible, s’ecrit de maniere unique 
a = up" 1 . . . p" n , ou u G U(A) et pi £ V, i = 1, ... ,n, cti £ N*, i = 1, . . . ,n. 

Un tel ensemble V , qui est un systeme de representants des classes d’elements 
irreductibles modulo les elements inversibles, est appele ensemble complet d’ele- 
ments irreductibles. 

VIII. 8. livisibilite 

Definition Vm.8. . Soient a et b deux elements d’un anneau A. 

a) On appelle plus grand diviseur commun de a et 6, et on note 
pgcd(a,b), tout element d de A verifiant les deux proprietes suivantes : 

(i) d\a et d\b 

(ii) \/x G A tel que x\ a et x\b 1 alors x\d. 

b) On appelle plus petit commun multiple de a et 6, et on note 
ppcm(a,6), tout element m de A verifiant les proprietes suivantes : 

(i) a\m et b\m 

(ii) Mx G A tel que a\x et b\x, alors m\x. 


Proposition Vm.8.1. Soient a et b deux elements d’un anneau integre A. Alors, si 
d et d! (resp. m et m' ) sont deuxpgcd (resp. ppcm) de a et b, il existe un element 
u inversible de A tel que d! = ud (resp. m' = um). 

Demonstration. Soient d et d' deux pged de a et b. Alors, puisque d est un diviseur 
de a et b, d divise d' et, pour les memes raisons, d' divise d. Par consequent, il 
existe des elements u et v de A tels que d' = ud et d = vd' . On a done d = uvd, 
i.e. d( 1 — uv ) = 0 et, puisque A est integre, u et v sont inversibles. 
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La demonstration pour les ppcm est analogue. □ 

Remarque Vm.8. . On peut aussi enoncer la proposition precedente de la fagon 
suivante : si deux elements d’un anneau integre admettent un pgcd (resp. ppcm), 

il est unique a la multiplication par un element inversible pres. 

Theoreme VHl.8.1. Soient deux elements quelconques, non nuls, a etb d’un anneau 
principal A. 

(i) Ils ont un pgcd et un ppcm dans A. 

(ii) II existe un pgcd d et un ppcm m de a et b tels que ab = dm. 

Demonstration. Le resultat est evident si les elements a ou b sont inversibles. Soient 
a et b des element non nuls et non inversibles : on a 

a = u n pT > b = v n pf 1 
iei jeJ 

oil u et v sont des elements inversibles de A, les pi et pj sont des elements irre- 
ductibles, a.i et /3j sont des entiers positifs. En acceptant que des cq et j3j soient 
event uellement nuls, on peut supposer que I = J. Alors, 

n p? > m 

kei kei 

avec 

lk = inf{ot k ,Pk ) , S k = sup(a k ,f3k) 

sont respectivement un pgcd et un ppcm de a et b. Si l’on pose 

d = u II Pk > rn = vY\pi k 

kei kei 


on a dm = ab. □ 

Remarque VIH.8.2. La definition d’un pgcd (resp. ppcm ) de deux elements d’un 
anneau s’etend clairement a une famille finie d’elements ai, . . . , a n de A. Le meme 
procede que celui montrant l’existence d’un pgcd (resp. ppcm) de deux elements 
d’un anneau principal, montre l’existence d’un pgcd (resp. ppcm) d’une famille 
finie d’elements. 


Definition VHI.8.2. Des elements a\,...,a n d’un anneau principal A sont dits 
etrangers s’ils admettent l’unite de A pour pgcd. 
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Proposition VIU.8.2. 

(i) Soient ai,...,a n des elements d’un anneau principal A et d un pgcd de 
ces elements. Posons a* = dal, i = 1 ,n. Les elements a), i = 1 ,n, sont 
etrangers. 

(ii) Si ai, ... ,a n sont des elements etrangers deux a deux d’un anneau princi- 
pal, le produit a\, ... ,a n est un ppcm de a±, ... ,a n . 

Demonstration. Laissee au lectern' a titre d’exercice. □ 

On a les proprietes plus precises suivantes. 

Theowme VIII.8. (de Bezout). Soient a\,...,a n , d des elements d’un anneau 
principal. Les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) d est un pgcd de a±, ... ,a n 

(ii) d est un generateur de l ’ideal de A engendre par les elements a±, . . . ,a n . 

Demonstration. Si d = pgcd(a \, . . . , a n ), alors l’ideal (a \, . . . , a n ) est contenu dans 
l’ideal (d). Puisque A est un anneau principal, il existe un element b E A tel que 
(ai, . . . , a n ) = (6), d’ou b divise les elements ai, i = 1 , ,n, et par consequent b 
divise d, i.e. (d) est contenu dans (b). On en deduit que (d) = (ai, . . . ,a n ). 

Soit d un element de A tel que (d) = (ai, . . . , a n ). Alors, pour tout i = 1, . . . , n, 
d divise a*. Soit b un element de A divisant les elements ai, i = 1 ,n. Alors, 
(d) = (ai, . . . , a n ) est contenu dans (6), done b divise d. On en deduit que d est 
un pgcd de a \, . . . , a n . □ 

Theoreme VIH.8.3. Soient a\, . . . ,a n , m des elements d’un anneau principal A. 
Les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) m est un ppcm de a±, ... ,a n 

(ii) m est un generateur de I’ideal nr = iK). 

Demonstration. Laissee au lecteur a titre d’exercice. □ 

VIII. 9. Irreductibilite des polynomes 

Nous avons vu, dans les paragraphes precedents, l’importance de l’existence, 
dans un anneau, d’elements irreductibles. Nous allons ici nous interesser au 
cas des anneaux de polynomes, done essayer de determiner les polynomes 
irreductibles. 
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Dans tout ce paragraphe, A est un anneau principal et K est son corps des 
fractions. 

Soit p un element irreductible (ou premier) d’un ensemble complet V d’ele- 
ments irreductibles de A. Pour tout element a de K *, on peut ecrire a = p r b , 
b £ K* , r £ Z, p ne divisant ni le numerateur ni le denominateur de b. L’unicite 
de la decomposition en produit de facteurs irreductibles dans A implique que Ten- 
tier r ainsi defini est unique. On pose r = ord p (a ) et on appelle cet entier l’ordre 
de a en p. Si a est nul, on pose ord p (a ) = — oo pour tout p. 

II est clair que 


Va, a' £ K, ord p (aa') = ord p (a) + ord p (a). 

Soit f(X) = ao + a\X + . . . + a n X n un element de K[X]. Si / = 0, on pose 
ord p (f) = — oo, si / / 0, on pose ord p (f) = inf i(ord p (ai)), le inf etant pris sur 
les i tels que a, 7^ 0. On pose alors 

c(f)=UP° rdpif) 

p£V 

le produit etant pris sur tous les p tels que ord p (f ) 7^ 0. 

On notera que c(/) est defini a un element inversible de A pres. Si 

n 

f(x) = J2^X i €A[Xi 

i= 0 

alors c(/) = pgcd(a,i)o^.i^ n , le pgcd etant pris sur les coefficients non nuls de /. 

II est clair que si b est un element de K* . alors c(bf ) = bc(f). On peut done 
ecrire f(X) = c(f)f\(X), avec c(/i) = 1 et f\ £ j 4[X]. En effet, ecrivons 

n 

f(X) = Y. % X‘, 

■ n u% 
l={) 

avec Oj, bi 7^ 0 dans A. Notons b un ppcm des bi, 0 ^ i ^ n, alors / s’ecrit 

1 71 

f(X) = -Y J < xl - 

i=0 

En posant a[ = da /, ou d est un pgcd des a[, 0 ^ i ^ n, on obtient 

d n 

f(X) = -h(X), avec h(X) = ^ <X\ 

i = 0 
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On suppose qu’on a reduit ^ de telle sorte que d et b soient etrangers. On a done 
c(/) = c(^/i) = ^c(/i). Puisque les coefficients de f\ sont etrangers, il est evident 
que c(/i) = 1. On en deduit done que c(/) = 

Autrement dit, pour tout polynome f(X ) E K[X\, l’ecriture 
f(X ) = c(f)fi(X) consiste a « reduire au rnerrie denominateur » et a « mettre 
en facteur les facteurs communs aux coefficients ». 

Autrement dit, pour un polynome / E A[X], montrer que c(/) = 1 revient 
a montrer qu’il n’existe aucun element irreductible p de A qui divise tous les 
coefficients de /. 

Lemme VIH.9.1 (de Gauss). Soient a un element irreductible d’un anneau principal 
A, f E A[X\ et g E A[X]. Si a divise le produit fg, alors a divise f ou a divise g. 


Demonstration. Ecrivons 


f(X) =b 0 + b 1 X + ... + b n X n , g(X) =c 0 + Cl X + ... + c m X m . 

Si n = m = 0, le resultat est clair d’apres la definition d’un anneau principal. On 
suppose que n / 0 ou m / 0 et que a ne divise ni /, ni g. De maniere generale, un 
element a d’un anneau integre A divise un polynome / E A[X\ si et seulement si 
a divise chaque coefficient de /. II existe done un coefficient 6j 0 ^ 0 qui n’est pas 
divisible par a. On peut done considerer k le plus petit entier, 0 ^ k ^ n, tel que 
a ne divise pas bk, i.e. a divise 6, pour i < k. De la meme maniere, on considere le 
plus petit entier h tel que a divise Cj pour i < h. Le coefficient du terme de degre 
h + k de fg est 


boCh+k + biCh+k-i + • • • + bkCh + ■ ■ ■ + b h+k c 0 . 

L’element a divise tous les termes de cette somme sauf le terme b k Ch ; par conse- 
quent a ne divise pas le coefficient du terme de degre h + k de fg, il ne divise 
done pas fg. 

Lemme VIH.9.2. Soient A un anneau principal, f E A[X], g E A[X\ et a un 
element de A qui divise le produit fg. Si f est irreductible, alors a divise g. 


Demonstration. On applique le lemme precedent a tous les facteurs irreductibles 
de a. □ 
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f et g deux elements de it[X], alors c(fg) = c(f)c(g). 


VIII. 9 . Irreductibilite des polynomes 


Demonstration. Puisque f(X) = c(f)fi(X) et g(X) = c(g)gi(X), il suffit de mon- 
trer que si c(/) = c(g ) = 1, alors c(fg ) = 1, avec f et g dans A[X]. Posons 

f{X) = ao + • • • + a n X n , a n ^ 0, et g(X) = &o + ■ • • + b m X m , b m ^ 0. 

Soit p un element irreductible de A et soit r (resp. s) le plus petit entier compris 
entre 0 et n (resp. m) tel que p ne divise pas a r (resp. b s ). Le coefficient de X r+S 
dans f(X)g(X) est egal a 


CL r b s "L GV-}-l^s — 1 Clr — “1“ . . . 

Or p ne divise pas a r b s , mais divise tous les autres termes de cette somme, il ne 
divise done pas la somme. □ 

Remarques VHI.9.1. 

a) On deduit de ce qui precede que si f(X) E A[X] s’ecrit f(X) = g(X)h( X) 
dans K[X\, alors, en posant g(X) = c(g)gi(X), avec gi(X) E j4[X], et 
h(X) = c(h)hi(X), avec h\(X) E j4[X], on a f(X) = c(g)c(h)gi{X)h\{X ), ou 
c{g)c{h) est un element de A. En effet, c(/) = c(g)c(h)c(gihi) = c(g)c(h) et, 
puisque f(X ) E j4[X], c(f) est un element de A. 

b) Il est clair que si / E A[X] est un polynome de degre strictement positif tel 
que c(/) ^ 1, (ou c(/) non inversible dans A), f n’est pas irreductible dans A[X] 
puisqu’il s’ecrit / = c(/)/i, avec c(/) et f± non inversibles. La condition c(/) = 1 
est done necessaire pour que le polynome / soit irreductible dans j4[X]. 

Theoreme VIH.9.1. Soient A un anneau principal et K son corps des fractions. Un 
polynome f E A[X\ est irreductible dans A[X] si et seulement si f est un element 
irreductible de A, ou un polynome de degre superieur ou egal a 1 irreductible dans 
iL[X] et tel que c(f) = 1. 


Demonstration. Montrons que la condition est necessaire. Soit P(X) E A[X] un 
polynome irreductible dans j4[X]. 

Si deg(P) = 0, alors P(X) est un element de A, irreductible par hypothese. 

Si deg(P) > 0, alors c(P) = 1 d’apres la remarque (VIII. 9. l.b). Montrons que 
P est irreductible dans K\X\. Faisons un raisonnement par l’absurde : supposons 
que P s’ecrive P(X) = Q(X)R{X) avec Q(X) E K[X] et R(X) E K[X] non 
nuls. D’apres la remarque (VIII. 9.1. a), on a P(X) = c{Q)c(R)Qi(X)R\(X) avec 
Qi(X) E A[X], R\(X) E A[X] et c(Q)c(R) = c(P) = 1. Par consequent, P n’est 
pas irreductible dans A[X], contrairement a l’hypothese. 
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Montrons que la condition est suffisante. Si p est un element irreductible de 
A, il est irreductible dans A[X] (verification evidente). Soit P(X ) E A[V], irre- 
ductible dans AT[V] et tel que c(P) = 1. Supposons que P(X) = Q(X)R(X), 
avec Q(X) E A[X\ et R(X) E A[X]. Comme A[X] C K\X\, on a deg(Q) = 0 
ou deg(R) = 0. Supposons, pour fixer les idees, que ce soit deg(Q ) = 0. Alors 
Q(X) = a E A et P(X) = aR(X). Puisque c(P) = 1, on en deduit que a E U(A) 
et P est irreductible dans A[Af]. □ 

Exewice VHl. . Soient A un anneau principal, K son corps des fractions, 
f(X) =X n + a n - il"- 1 + . . . + aiX + a 0 e A[X], avec a 0 + 0. 

a) Montrer que, si x E K est tel que f(x) = 0, alors x divise ao et x E A. 

b) En deduire que le polynome X 3 — 5X 2 + 1 est irreductible dans Q[X]. 

Ce qui precede montre que l’etude de l’irreductibilite des polynomes a coeffi- 
cients dans A se ramene a celle des polynomes a coefficients dans K. Ce qui suit a 
pour but de donner quelques methodes d’etude de l’irreductibilite des polynomes 
de K[X\. 

Theotvme VIII. 9. 2 (critere d’Eisenstein). Soient A un anneau principal et K son 
corps des fractions. Soit f(X) = ao + ■ ■ ■ + a n X n un polynome de A[V] ; n ^ 1. 
S’il exist e un element irreductible p de A tel que 

a n ^ 0 ( modp ), a,i = 0 (modp ) i < n, ao ^ 0 ( modp 2 ), 
alors f(X) est irreductible dans K[X\. 

Demonstration. En mettant en facteur le pgcd des coefficients de /, on peut suppo- 
ser que c(/) = 1. Supposons que f(X) s’ecrive comme produit de deux polynomes 
de A'[V], de degre superieur ou egal a 1. D’apres la remarque (VIII. 9.1. a), on a 
f{X) = g(X)h(X) dans A[V], Posons 

g{X) = b 0 + ... + b p X p , h(X) = c 0 + . . . + c q X ^ 
avec b p / 0, c q / 0, p ^ 1, q ^ 1. 

Puisque feo c o = o o es t divisible par p mais pas par p 2 , l’un et l’un seulement des 
elements &o ou c 0 es t divisible par p. On peut supposer que &o n’est pas divisible 
par p et que Co est divisible par p. Puisque a n = b p c q n’est pas divisible par p, 
c q n’est pas divisible par p. On peut done considerer r, r ^ q < n, le plus petit 
entier tel que c r ne soit pas divisible par p. Alors, a r = 6oC r + bic r _i + . . . n’est 
pas divisible par p, puisque p ne divise pas boC r mais divise tous les autres termes 
de la somme, ce qui est contraire a l’hypothese. □ 
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Exemples VIU.9.1. 

a) Soit a / 1 6 Z* un element sans facteur carre. Alors pour tout n A 1, le 
polynome X n — a est irreductible dans <Q)[A]. 

b) Soit p un nombre premier. Alors le polynome 

/(A) = 1 + A + A 2 + . . . + A p_1 

est irreductible dans <Q)[A]. En effet, il suffit de montrer que /(A + 1) est irreduc- 
tible dans Q[A]. On a 

f(X + 1) = (X + l)'- 1 + . . . + (X + 1) + 1 = 

/ p-1 \ P-2 

= A A P + C P Xk = S C* +1 X k + p 

\ k= 1 / k = 2 

et C k est divisible par p. On peut done appliquer le critere d’Eisenstein. 

On verra aux TR.VIII.A, TR.VIII.B et TP.IX.A d’autres methodes d’etude 
de l’irreductibilite des polynomes, qui sont tres utiles et efficaces. 

VIII. 10. Racines — Ordre de multiplicite 

Definition VIH.10. . Soient A un anneau, B un sur-anneau de A et 
/( Ai, . . . , X n ) un polynome de A[X\, . . . , X n ]. Un n-uple (b\, . . . , b n ) G B n 
est un zero (ou une racine si n = 1) de / si f(b \, . . . , b n ) = 0. 


Theoreme Vm.10.1. Soient A un anneau integre, /(A) un polynome de A[ A] et 
a un element de A. Alors a est racine de /(A) si et seulement si (A — a) divise 
/(A) dans A [A]. 


Demonstration. La division euclidienne de /(A) par (A — a) dans A [A], 


/(A) = (A - a)q(X) + r( A) 

montre que /(a) = 0 si et seulement si r(a) = 0. Or, deg(r) < 1 implique que 
r( A) est une constante, par consequent r{a ) = 0 si et seulement si r( A) =0. □ 
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Exewice VIH. i8. Soit P(X') un polynome de degre 2 on 3, a coefficients dans un 
anneau integre A. 

a) Montrer que si P(X) est nnitaire, il est reductible si et seulement s’il possede 
un zero dans A. 

b) Donner un exemple de polynome non nnitaire de Z[V] qui est reductible 
mais qui ne possede pas de zero dans Z. 

Exencice VHL19. Soit f(X) = a n X n + . • • + a\X + ao € Z [X\,a n / 0, n ^ 1. 

a) Montrer que si x = | E Q, avec p et q etrangers, est racine de f(X), alors 
p divise a q et q divise a n . 

b) En deduire les racines dans Q du polynome f(X) = 6A' 3 — 7X 2 — X + 2. 

Theoreme VHI.10.2. Soient A un anneau integre et f(X) un polynome non nul de 
j4[X]. Le nombre de racines distinctes de f(X) dans A[X\ est au plus egal au 
degre de f(X). 

Demonstration. Soient a±, . . . ,a n des racines distinctes de f(X) dans A. Montrons, 
par recurrence sur n, que f(X) est divisible dans A[X] par ( X — a±) . . . ( X — a n ). 
D’apres le theoreme (VIII. 10.1), l’assertion est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle 
soit vraie pour n — 1. On a f(X) = ( X — aq) . . . [x — a n -\)g(X). L’anneau A etant 
integre et a n ^ ai, i < n, f(a n ) = 0 implique que g(a n ) = 0. Le polynome g(X) 
est done divisible par (X — a n ), d’ou le resultat. □ 

Comllaiw VIH.10.1. Soient A un anneau integre et S une partie infinie de A. Si 
f(X) est un polynome de A[X] tel que f(a) = 0 pour tout a dans S, alors f(X) 
est le polynome nul. □ 

Comllaiw Vm. 10.2. Soient A un anneau integre et Si,...,S n des parties in- 
finies de A. Si f(X i,...,X n ) est un polynome de A[X tel que 
/(ai, . . . ,a n ) = 0 pour tout (ai, . . . ,a n ) dans S± x . . . x S n , alors f(X) est le 
polynome nul. 

Demonstration. On precede par recurrence sur n. Si n = 1, e’est le resultat pre- 
cedent. On suppose le resultat vrai pour (n — 1) ^ 1. Soit f(X i,...,X n ) un 
polynome de A[X i, . . . , X n ] tel que f(a±, . . . , a n ) = 0 pour tout (ai, . . . , a n ) dans 
Si x ... x S n . On ecrit f(X\, . . . , X n ) suivant les puissances croissantes de X n , 

S 

f(Xu ...,X n ) = Y / 9i(X r, • • • , X n ^)Xl 

i = 0 
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avec gi{Xi, ... , X n _i) G A[Xi, ... , X n _ i]. Si gfiai , . . . , a n _i) = 0 pour tout 
(ai, . . . , a n _i) dans Si x ... x S n _i, alors l’hypothese de recurrence entraine 
que gi(X\, . . . , V n _i) = 0. Done, si f(X \,...,X n ) / 0, il existe un indice 
*o et (ai, . . . ,a n _i) G Si x . . . x S n _i tels que g io (ai, . . . , a n _r) 0. Alors 
/(ai, . . . ,a n -i,X n ) est un polynome non nul en X n , ce qui contredit le fait qu’il 
est nul pour une infinite de valeurs de X n . □ 

Definition VIH.10.2. Soient A un anneau integre, f(X) un polynome de A\X\ 
et a G A une racine de /. L’ordre de multiplicite de a est le plus grand 
entier m tel que ( X — a) m divise f(X). Si m > 1, on dit que a est une racine 
multiple d’ordre de multiplicite m ; si m = 1, on dit que a est une racine 
simple. 


Attention. Soient A un anneau integre et 

f(X) = a n X n + a n —ix n 1 + . . . + aiX + ao 

un polynome de A [A]. On salt, depuis les corns d’analyse du lycee, que son poly- 
nome derive s’ecrit 

f\X) = na n X n ~ x + (n - l)a n _iX n - 2 + . . . + a x . 

Mais la definition d’une derivee utilise la notion de limite, qui id existe pas en 
algebre. Cependant, il existe une notion de derivation en algebre et Von montre 
(cf. [14]), ce que l’on admettra ici, que tout polynome admet un polynome derive 
dont V expression est la meme que ci-dessus. 

Proposition Vm.10.1. Avec les memes notations que ci-dessus, a est une racine 
multiple de f si et seulement si /(a) = 0 et f'{a) = 0, oil f est le polynome 
derive de f. 

Demonstration. Si a est racine multiple d’ordre m de 
f(X), on a f{X) = (X — a) m g( X) avec g(a) ^ 0, d’ou 

f'{X) = {X-a) m g'{X)+m{X-a) rn - l g{X). Si m > 1, alors /'(a) = 0; 
si m = 1, alors f'{X ) = ( X — a)g'{X) + g(X), done f'(a) = g(a) ^ 0. □ 

Pwposition VIU.10.2. Si K est un corps de caracteristique nulle definition (cf. defi- 
nition IX. 1.3), pour que a G K soit une racine d’ordre r d’un polynome f G K[X], 
il faut et il sufifit que 

f{a) = f'(a ) = . . . = fWia) = 0 et / (r) (a) 0. 
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Demonstration. Si a £ K est une racine d’ordre r d’un polynome / £ K\X\, on 
a f(X ) = ( X — a) r g(X), avec g(a) 7^ 0. On calcule la derivee k - ieme de cette 
egalite : 

f (k \x ) = r(r - 1) . . . (r - k + 1)(X - a) r ~ k g(X) + (X - a) r - k+1 g k (X). 

On en deduit que f^ k \a) = 0 pour 0 ^ k ^ r — 1. D’autre part, f^ r \a) = rlg(a) 
et, puisque g(a) 7^ 0 et que K est un corps de caracteristique nulle, f( r \a) 7^ 0. 
Reciproquement, supposons que 

/(a) = /'(a) = . . . = / (r_1) (a) = 0 et / (r) (a) / 0. 


Puisque K est un corps de caracteristique nulle, on peut diviser par k\ et on ecrit : 


k=n 

/(x) = ]T(x - a ) 1 

k = 0 


f (k \a ) 
k\ 


(utiliser le fait que les polynomes {(V — a) k } k& ^ ferment un base de R[X] et 
identifier les coefficients). 

Par hypothese, tous les termes pour k ^ r — 1 sont nuls, d’ou : 


f(X) 


(X - ay 


/ (r) ( a ) 


+ (X 


f (r+1) H 

(r + 1)! 



Autrement dit, on a f(X) = (X — a) r g(X ) avec g(a ) 7^ 0. Si f(X) etait divisible 
par (X — a) r+1 , alors g(X) serait divisible par (X — a), ce qui est en contradiction 
avec g(a ) 7^ 0. Done r est bien le plus grand entier k tel que (X — a) k divise f(X). 

□ 


VIII. 11. Polynomes symetriques 

Soient A un anneau et T\ . . . . ,T n . X des indeterminees. On forme le polynome 
en X, a coefficients dans A[T \, . . . , T n \, suivant : 

F(X) = (X-T 1 )...(X-T n ). 

En developpant, on obtient 

F(X) = X n - Sl X n ~ l + . . . + (-l) n s n , 
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ou les Si sont les elements de A[T \, . . . , T n \ definis par 
si =T\ + . . . + T n 

S 2 = ^1^2 + T\ T'l + . . . + T n _iT n = TiTj 

S k ~ Si ^ii<...<ij<...<i k ^n Si • • • Ti k 
Sn = TiT 2 . . . T n . 

Definition Vm.ll. . Les polynomes s\, . . . ,s n sont appeles polynomes syme- 
triques elementaires en T\, ... ,T n . 

On remarquera que chaque polynome s* est homogene de degre i. 

Soit a line permutation de l’ensemble {1, . . . ,n}. Etant donne un polynome 
/ E A[Ti , . . . , T n ], on definit le polynome a f par 

a f(T 1 , ...,T n ) = /(T ff( i), . . . , T ff(n) ). 

Remarque Vm.11.1. Si a et r sont deux permutations de l’ensemble {1, . . . , n} et 
e est la permutation identique, on a r ( CT /) = lyTrT ' 1 f et e f = /. De plus, pour / et 
g dans A[Ti, . . . ,T n \ et o E S n , on a a (f + g) = ( CT /) + ( a g ) et a (fg) = { a f){ a g). 
Autrement dit, le groupe S n opere sur A[T \ , . . . , T n ]. 

Definition Vm.11.2. Un polynome / de /I \T\. . . . ,T n ] est dit symetrique si 
a f = / pour tout element <7 de S n . 

On verifiera que les polynomes s\, ... ,s n sont symetriques au sens de cette 
definition. II est clair que l’ensemble des polynomes symetriques est un sous- 
anneau de A[T\, . . . , T n ], On va montrer le theoreme suivant : 

Theoreme Vm.11.1. Le sous-anneau de A[T\, . . . ,T n ] forme des polynomes syme- 
triques est isomorphe a I’anneau A[si, . . . , s n ]. 

Demonstration. II est clair que le sous-anneau de A[T\, , T n ] forme des po- 
lynomes symetriques contient A et les polynomes symetriques elementaires 
si, . . . ,s n . II contient done A[si, . . . , s n ]. Nous allons montrer que, reciproque- 
ment, tout polynome symetrique de A[T\, . . . ,T n ] appartient a A[si, . . . , s n ]. Ce 
sera l’objet de la proposition (VIII. 11. 2) ci-dessous. 

Pmposition VIH.11.1. Si l’ on substitue T n = 0 dans les polynomes symetriques 
elementaires s 1 , . . . , s n _i, les expressions obtenues sont les polynomes symetriques 
elementaires en T\, ... , T n _ 1 . 
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Demonstration. On a 

F(X) = {X-T 1 )...(X- T n ) = X n - Sl X n ~ l + . . . + (-l) n Sn . 

En faisant T n = 0, on obtient 

(X - Ti) ... (X - T n _!)V = X n - s\X n ~ l + ...+ (-1 ) n - 1 s n _ 1 V 

= X{X n ~ l - hX n ~ 2 + ...+ (- 1 ) n - 1 5 n _i). 

D’ou, (X—Ti) . . . (X — T ra _i) = X 71 ^ 1 — s\X n ~ 2 -\-. . . + (— l) n_1 s n _i, ce qui prouve 
que les polynomes si,...,s n _i sont les polynomes symetriques elementaires en 
Ti,...,T n _i. □ 

Definition VIII. 11.3. On appelle poids d’un monome S]' 1 ' S™ 2 . . . S" 1 " en les 

Si, l’entier mi + 2rri2 + . . . + nm n . On definit le poids en les Si d’un poly- 
nome / de A[Si, . . . , S n ] comme etant le plus grand des poids en les Sj des 
monomes de /. 

Proposition Vm.ll. 2. Soit f E A[Ti,...,T n ] un polyndme symetrique de de- 
gre d. Alors, il existe un polyndme g E A[T±, . . . ,T n ] tel que f(T±, . . . ,T n ) = 
g(s i, . . . , s n ), g etant de poids d en les Si. 

Demonstration. On fait un raisonnement par recurrence sur n. Pour n = 1, 
c’est evident. On suppose le resultat vrai pour tout polynome symetrique 
/ E A\T \, . . . , T„_i] et on considere les polynomes symetriques de A[T\, . . . , T n \. 
On fait alors un raisonnement par recurrence sur le degre d de /. Si d = 0, c’est 
evident. On suppose le resultat vrai pour les polynomes de degre inferieur ou egal 
a (d — 1). Soit / E A[T±, . . . ,T n ] un polyndme symetrique de degre d. Si on fait 
T n = 0 dans /, d’apres la proposition (VIII. 11.1) et l’hypothese de recurrence, il 
existe un polyndme g\ (T \ , . . . ,T n _i), de poids d en les s,, tel que 

f(Ti, ..., T n _i, 0) = gi(h, ■ ■ ■ , s n - 1 ). 

Le polyndme gi(s±, ... , s n -i) est symetrique en T\, , T n , il en est done de 
meme du polyndme 

fi(Ti, ■ ■ ■ ,T n ) = f(T 1 ,...,T n ) - 5 i(si,...,s n _i). 

On a /i(Ti, . . . , T n _i, 0) = 0, done f\ est divisible par T n et, puisqu’il est 
symetrique, il est divisible par le produit T\ . . ,T n = s n . Il existe done un polyndme 
fi tel que fi = s n f 2 et $2 est necessairement symetrique (car s n ( a f 2 — fi) = 0). 
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De plus, le polynome g± etant de poids d en les Sj, 51(51, . . . , s n _ 1) est de degre 
total en Ti,...,T n au plus egal a d : en effet, puisque deg(si) = i, le rnonome 
s ? 1 . . . exprime en fonction des T\, . . . ,T n , est de degre total inferieur 011 

egal a mi + 2m2 + . . . + (n — l)m n _i, qui est inferieur 011 egal a d. 

Par consequent, le degre total de /2 est inferieur 011 egal a d — n < d. Par 
hypothese de recurrence sur d, il existe un polynome 52 £ ^ 4 [ 7 i , . . . , T n ], de poids 
egal a d — n en les Sj, tel que 

f 2 {T 1 ,...,T n ) = g 2 (s 1 ,...,s n ). 


On obtient alors, 

f {d 1 , ■ ■ ■ , Tjij — < 7 i(si, ■ ■ ■ , s n — 1) -f- s n g 2 (si , . . . , s n ) 

et le second membre est un polynome de poids d en les s*. □ 

Ceci acheve la demonstration du theoreme (VIII. 11 . 1 ). □ 
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Nous allons etudier ci-dessous deux criteres d’irreductibilite des polynomes. 
Ou en trouvera d’autres, utiles et efficaces, au TP.IX.A. 


4b TR.VIII.A. Critere d’irredutibilite par extension 

Si K est un corps, on appelle extension de I\ tout corps E qui contient K 
comme sous-corps. 

1 Montrer que la multiplication de E munit le groupe abelien (E, +) d’une struc- 
ture naturelle de K-espace vectoriel. 

On dit que E est une extension finic de K si E est une extension de K telle 
que le iOespace vectoriel E soit de dimension finie. On pose \E : K] = dirriK(E). 

Soient K un corps et P(X ) £ K{X\. Nous admettrons qu’il existe une exten- 
sion E de K, telle que le polynome P(X) admette une racine x dans E. (Pour 
tout corps K et tout polynome P(X) £ ii[X], ce corps existe, cf. chapitre XII). 

On note K{x) le plus petit sous-corps de E qui contienne K et x. 

2 Soient K un corps et P(X ) £ K\X\ un polynome de degre n et x 
une racine de P(X). Montrer que si P(X) est irreductible dans K[X\, alors 
K(x) — K[X\/P(X). Montrer que [K(x) : K ] = n. (Montrer que l,x,... ,x n ~ x 
est une base du K-e space vectoriel K(x).) 

3. Soient K un corps, P(X) £ A"[X] un polynome de degre n. Montrer que 
P(X) est irreductible dans it [X] si et seulement s’il n’a pas de racine dans toute 
extension E de K telle que [E : K ] ^ n/2. 


Algebre T1 


4k TR.VIII.B. Critere d’irreductibilite par reduction 

Soient A et B deux anneaux commutatifs et / : A — » B un morphisme 
d’anneaux. Pour tout polynome P £ A[AT], P(X) = a n X n + . . . + ao, on note 
f(P) le polynome f{a n )X n + . . . + /(a 0 ) de B[X}. 

1 Soient A et B des anneaux integres, K et L leurs corps des fractions respectifs, 
f : A — » B un morphisme d’anneaux. Soit P £ A[X] tel que f(P) ^ 0 et 
deg(f(P )) = deg(P). Montrer que si f(P) est irreductible dans L[X\, alors on ne 
peut avoir P(X) = Q(X)R(X ) avec Q, R £ A[X] de degre superieur ou egal a 1. 

En deduire le resultat suivant : 

2 Soient A un anneau principal, K son corps des fractions, I un ideal premier 
de A, B = A/I, L le corps des fractions de B. Soient P(X) = a n X n + . . .+ 
ao £ A[X] et P sa reduction modulo I. On suppose que aX ^ 0. Montrer que si 
P est irreductible dans B[X] ou L\X\, alors P est irreductible dans K[X\. 

3 Montrer que le polynome X 2 + Y 2 + l est irreductible dans M.[X,Y], (Considerer 
I = (Y).) 

On remarquera que P n’est pas necessairement irreductible dans A[X]. (Consi- 
derer P(X) = 2X £ Z[X] et I = (3).) Bien evidemment, d’apres le theo- 
reme (VIII. 9.1), si deg(P) ^ 1 et c(P) = 1, le polynome P est irreductible 
dans j4[X]. 

On peut, en particular, appliquer le resultat ci-dessus avec A = Z et / = (p) 
avec p premier. 

Nous allons montrer que, pour tout nombre premier p, le polynome 
f(X ) = X p — X — 1 est irreductible dans Z/pZ[X\, ce qui, d’apres le resultat ci- 
dessus, prouvera qu’il est irreductible dans Z[X]. (En fait, il suffit que l’assertion 
soit verifiee pour un seul p.) 

Nous avoirs precise au TR.VIII.A. qu’il existe un corps K, contenant le corps 
Z/pZ, dans lequel le polynome f(X) admet une racine a. 

4 Montrer que les racines de f(X) sont les a + j, ou j parcourt les entiers 
0,l,...,(p-l). 

On suppose que f(X) = g(X)h(X), avec g(X),h(X) appartenant a Z/pZ[X\ 
et 0 < r = deg(g) < p, 0 < s = deg(h) < p. 

Alors, dans K[X], on a g(X) = nl=i(^ ~ ( a + Jl))> avec ji £ {0,1,... ,p- 1}. 

5 En calculant le coefficient de X r ^ 1 , montrer que a £ Z/pZ. En deduire une 
contradiction. 

Le resultat demontre a la question 2 est une condition suffisante, mais non 
necessaire, comme le montre l’exemple ci-dessous. (dk) 
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6 Montrer que le polyndme f(X ) = X 4 + 1 est irreductible dans Z[X\. (On 
appliquera le critere d’Eisenstein a f(X + 1).) 

On considere maintenant la reduction f p (X) de f(X) dans (Z/pZ)[X\. pour 
p premier. 

7. Montrer que / 2 (A) n’est pas irreductible dans (Z/2Z)[X\. 

On suppose maintenant que p ^ 3. On a alors, dans (Z / pZ)\X\. 

X 8 -l = (X 4 - 1)(X 4 + 1). 

8 Soit E une extension quelconque de ZjpZ. Montrer qu’un element x £ E \ {0} 
est racine du polyndme X 4 + 1 si et seulement si x est un element d’ordre 8. 

9 Montrer que ( p 2 — 1) est divisible par 8. En deduire qu’il existe un element 
d’ordre 8 dans toute extension E de ZjpZ telle que card(E) = p 2 . (Indication : 
utiliser le fait que le groupe E* est cyclique, cf. exercice VIII. 3.) 

10, Montrer que pour une telle extension E, [E : ZjpZ\ = 2. En deduire que le 
polyndme X 4 + 1 n’est pas irreductible dans Z/pZ[V]. 

TR.VIII.C. Resultant - Discriminant 

On demontrera an chapitre XII que, pour tout corps K , il existe un corps K , 
appele cloture algebrique de K, tel que tout polynome f(X) £ K\X\ s’ecrive dans 
K[X] sous la forme f{X) = a ]^[ {X — aj), ou m est le degre de /. 

A - Resultant de deux polynomes 

Soient K un corps, K une cloture algebrique de K , f(X ) ^ 0 et g(X) ^ 0 
deux polynomes a coefficients dans K, de degres respectifs m et n. Dans K\X\, 
on a f(X) = a (X — cn) et g(X) = b JJ (X - bi). 

On appelle resultant des polynomes f(X) et g(X), le produit 

Res(f,g) = a n b m JJ (a t - bj). 

Si / = 0 ou g = 0, on pose Res(f,g) = 0. 

1 Soient f(x) ^ 0 et g(X) ^ 0 des polynomes a coefficients dans K. Montrer 
que : 

(i) Res(f,g ) 6 K 
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(ii) Res(f,g ) = 0 si et seulement si f(X) et g{X) ont une racine commune 

(iii) Res(f,g) = 0 si et seulement si f(X ) et g(X) ont un pgcd non constant 
dans AT[X] 

(iv) Res(gJ) = (-1 ) mn Res(f,g) 

(v) Res(f,g ) = a" 

(vi) Si f(x ) et g(x) sont non constants et si r(X ) est le reste de la division 
euclidienne de f(X) par g(X), Res(f,g ) = ( — 1 ) mn b^ m ~ de9 ^ Res{g,r) 

(vii) Res(f,g 1 g 2 ) = Res{f,gi)Res(f,g 2 ). 

B - Discriminant d’un polynome 

Soient K un corps, K une cloture algebrique de K et f(X ) £ ii'fX] un poly- 
nome non nul, de coefficient dominant a. Le discriminant de f(X) est l’expres- 
sion 

n(n—l) 

D(f) = (-l) — Res(f,n 

a 

oil f est le polynome derive de /. 

2 Montrer que D{aX 2 + bX + c) = b 2 — 4ac, D(X 3 + pX + q) = —4 p 3 — 27 q 2 et 

que si f(X) = a ( X — a^), alors D(f) = a^ 2n ~ 2 ' 1 (aj — a,j ) 2 . 

3 Montrer que D(f ) = 0 si et seulement si le polynome f(X) a une racine d’ordre 
de multiplicity superieur on egal a 2 dans K. 

4 Montrer que D{X n ~ l + X n ~ 2 + . .. + 1) = (— 1) 2 ra( n_ "). (Utiliser (l.v).) 

X TR.VIII.D. Algebres - Algebres de polynomes 

Soient K un corps commutatif et K\X\ l’anneau de polynomes en une indeter- 
minee, a coefficients dans K. II est evident que la multiplication des polynomes par 
les constantes de K et l’addition des polynomes munissent iL[X] d’une structure 
de A'-espace vectoriel. De plus, la loi externe de K sur K [X] et la multiplication 
dans K [A] verifient la condition 

Mk £ K, VP, Q £ K[X\, ( kP)Q = P{kQ) = k{PQ). 
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On a done la situation suivante : un corps commutatif K , un ensemble 
A{= K\X]), une loi externe de K sur A, deux lois internes sur A, notees + 
et telles que 

- la loi externe et + munissent A d’une structure de iL-espace vectoriel ; 

- la loi + est distributive par rapport a la loi . ; 

- la loi externe et la loi . verifient la condition de compatibilite 

Vk E K , \/x,y E A, ( kx).y = x.(ky) = k(x.y). 

Dans le cas de K\X\, on a, de plus, que la loi . est associative, commutative, 
possede un element unite. 

On formalise cette nouvelle structure de la fagon suivante. 

Soit K un corps commutatif, une K-algebre A est la donnee d’un K-e space 
vectoriel A et d’une application JL-bilineaire 

f : Ax A — > A. 

La LT-algebre A est dite associative si l’application / verifie la condition 

( 1 ) Mx,y,z E A, f{f{x,y),z ) = f(x,f(y,z)). 

La iL-algebre A est dite commutative si l’application / verifie la condition 

(2) Vx, y E A, f(x, y) = f(y,x). 

La iL-algebre A est dite unitaire s’il existe un element 1 £ A verifiant la condition 

(3) Vx G A, /( l,x) = fix, 1) = x. 

1 On suppose que A est une K-algebre et on pose f(x, y) = xy. Montrer que la 
bilinearite de V application f se traduit alors par la distributivite de la somme par 
rapport au produit et par la compatibilite de la loi externe et du produit. Montrer 
que si la K-algebre A est associative et unitaire, A a une structure d’anneau 
compatible a vec sa structure de K-espace vectoriel. Tester ces affirmations a vec 
A = K[X]. 

Ceci montre qu’on peut toujours considerer qu’une iL-algebre associative et 
unitaire est un anneau muni d’une structure de JL-espace vectoriel, ces deux struc- 
tures etant compatibles. 


Algebre d’un groupe 

Soient K un corps commutatif et G un groupe. On pose 


K{G) = 



E K, a„ = 0 sauf pour un nombre fini de g 
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On definit sur K(G ) deux operations internes, somme et produit, par 



+ 



= ^2( a a + b g)9 
g&G 


X a 9 9 ) X W = X a 9 h a'99' 


K9&G 


y9'&G 


a,g'eG 


et une operation externe de K sur K(G ) definie par 


A I X a o9 ) = X Xa 99-> A G K - 

\g£G ) geG 

2 Montrer que, muni de ces operations, K(G) est une K-algebre. 

On remarquera que la structure de AT-algebre definie ci-dessus ne fait pas 
intervenir le fait que tout element de G admet un inverse. On peut done etendre 
la definition de cette .A-algebre au cas ou G est un monoide. 

Ce qui precede permet de definir la notion de polynome en un nombre quel- 
conque de variables, de la fagon suivante. 

Soit S un ensemble ; on considere 1 ’ensemble 

N(S) = {/ : S — * N | f(s ) = 0 sauf pour un nombre fini de s G 5}. 

On definit sur N(S') une operation interne, notee multiplicativement, par 
ifg){s) = f(s) + g(s). 

3. Montrer que, muni de cette loi, N(S') est un monoide, dont 1 ’element neutre 
est V application nulle. 

4 Montrer que tout element f de N (S') s’ecrit, de maniere unique, ]^[ sg g s^ s \ 
a vec p(s) = 0 sauf pour un nombre fini de s, ou p(s) £ N et s n est V application 
de S dans N definie par s n (x ) = 0 si x ^ s et s n (s ) = n. 

Soit K un corps commutatif ; on appelle anneau de polynomes en S, a 
coefficients dans K, 1’ algebre K(N(S)), que l’on notera dans la suite. 

5. Montrer que si card(S) = n, 1 ’anneau iifS 1 ] est isomorphe a l’anneau 
K[X X n \. 

6 Montrer que tout element de K[S] s’ecrit, de maniere unique, 

E “wll^" 

msN(S) seS 

a vec les (icq £ K nuls sauf pour un nombre fini de p et les p(s) nuls sauf pour un 
nombre fini de s. 
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TP. VIII. Entiers de Gauss et sommes de deux carres 

Les anneaux des entiers des corps de nombres constituent, avec les anneaux 
de polynomes, les deux grands types d’ anneaux qui interessent particulierement 
les arithmeticiens. Un exemple est l’anneau Z[i\ C C des entiers de Gauss, consti- 
tue des nombres complexes a coordonnees entieres. Son corps des fractions est 
Q(z) C C, qui est le Q-espace vectoriel de base { 1 , z}, et Z[i\ joue pour le corps 
de nombres Q(i) le meme role que joue Z pour Q. Pour determiner les inver- 
sibles de l’anneau Z [z], on introduit la norme N definie par N(a + ib ) = a 2 + b 2 . 
C’est aussi le produit zz, ou 2 = a + ib, d’ou resulte la multiplicativite de 
la norme : N(zz') = N(z)N(z'). II est alors facile de voir que les unites sont 
V(Z[i]) = {z,N(z) = l} = {±l}. 

Dans Q[x], etant donne deux polynomes f et g non nuls, il existe un unique 
couple (q, r ) de polynomes tels que / = gq + r. L’existence de cette division 
euclidienne implique la principalite de Q[x]. Nous allons voir que Z[i] possede 
egalement un algorithme euclidien, d’ou resultent les proprietes arithmetiques de 
l’anneau. II est alors possible de decomposer tout element de Z[i\ en produit d ’ ir- 
reductibles et cette decomposition est unique (a permutation pres des facteurs) si 
l’on choisit un systeme de representants des irreductibles (modulo les inversibles). 

L’anneau Z est un sous-anneau de Z[i\ et l’on peut se demander quand est-ce 
qu’un irreductible de Z reste irreductible dans Z[i\ ou, au contraire, se decompose : 
par exemple, 5 = 2 2 + l 2 = (2 + *)(2 — i). La decomposition d’un nombre premier 
de Z est liee a son ecriture en somme de deux carres : 

Proposition 1. Si p est un nombre premier verifiant p = 1 mod 4 ou p = 2, alors 
il existe des entiers naturels x et y tels que p = x 2 + y 2 = (x + iy)(x — iy ). Si par 
contre p = — 1 mod 4 alors p reste irreductible dans Z[i] et cette equation n’admet 
pas de solution en entiers. 
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On en deduit facilement : 

Pmposition2. Les irreductibles de Z\i] sont les nombres premiers p tels que 
p = — 1 mod 4 et les elements de norme premiere. 

(Decomposer N(z) E N en irreductibles.) II en resulte egalement : 

Theoreme 1. Un entier naturel n est somme de deux carres d’entiers naturels si et 
seulement si I’exposant de p dans la decomposition en prodint d ’irreductibles dans 
Z est pair pour tout nombre premier p = — 1 mod 4. 

Vous verrez par contre au cours du TR.IX.B que tout nombre entier naturel 
est somme de quatre carres d’entiers naturels (theoreme obtenu en travaillant 
dans l’anneau non commutatif des quaternions de Hurwitz). 

Le but de ce TP est de donner une preuve constructive de la premiere asser- 
tion de la proposition 1 et d’ecrire la decomposition en irreductibles sur quelques 
exemples (le cas general pouvant bien sur etre implements en machine par un 
etudiant qui est a l’aise avec la programmation en Maple). On implementera un 
algorithme efficace qui fournit une ecriture p = x 2 + y 2 et est particulierement 
interessant compte tenu des notions algebriques utilisees. 

Division euclidienne dans Z[i] 

Comme MAPLE connait i (tester (2+3*1) / ( 1 - 1 ) ; ), les operations dans Z[i\ 
sont directement accessibles par l’utilisateur, un element de Z[i\ etant vu comme 
un nombre complexe. 

US’ Quelques commandes MAPLE utiles : round, isprime. 

1. Ecrire une procedure znorm qui calcule la norme d’un element de Z[i\. 

2. Justifier l’assertion faite dans l’introduction sur HJ(Z[z]) puis ecrire une proce- 
dure znormalize qui renvoie l’unique representant de la classe d’un element de 
Z[i] (donne en entree) modulo les inversibles qui soit dans le premier quadrant 
(i.e., outre 0, les elements de la forme a + 6z ou a > 0 et 6 ^ 0). Ce sera notre 
choix de normalisation des irreductibles. 

3. Soient a et b deux entiers de Gauss non nuls ; demontrer qu’il existe un couple 
( q , r) d’elements de Z\i] tels que a = bq + r avec N(r) < N(b). (On remarquera 
que c’est equivalent a trouver q = x + iy tel que N{a/b — q) < 1 : il suffit done 
de poser a/b = r + is E Q(i) et prendre pour x et y l’entier le plus proche de 
r et s respectivement.) En deduire un algorithme de division euclidienne dans 
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Z[i\ qui sera represente par une fonction zdiv prenant en entree deux elements 
de Z[i\ et qui renvoie un vecteur a deux elements representant respectivement 
le quotient et le reste de la division euclidienne. Tester votre procedure sur les 
couples (7 + i, 4 + 3 i) et (4 + 3i, 1 + i). 

4 En mimant l’algorithme classique du pgcd, ecrire une procedure zgcd qui ren- 
voie le pgcd, normalise via znormalize, de deux elements de Z[i\. 

5 Demontrer la propostion 2 (a partir de la proposition 1), puis ecrire une pro- 
cedure iszprime renvoyant true si l’entier de Gauss donne est premier et false 
sinon. A l’aide de vos procedures, donner (aux inversibles pres, i.e. en se li- 
mit ant au premier quadrant) la liste de tous les elements premiers de Z[i\ de 
norme inferieure ou egale a 25. En deduire la factorisation des elements 2, 7+i, 
4 + 3i, 5 + 3i et 7 + 2 i. 


La strategie 

Nous allons associer a un nombre premier p (de la forme 4k + 1) un element 
premier x p de Z[i] tel que N(x p ) = p. Pour cela, nous allons faire apparaitre 
x p comme un generateur d’un ideal premier p de Z[i\. En effet, l’anneau Z[i] est 
principal. Done tout ideal premier est principal, et les ideaux premiers non-nuls 
sont maximaux. Un generateur d’un ideal premier est un element premier de Z[i\. 

Procedons par analyse et synthese : supposons que p = N(x p ) = x p x p . On 
verifie facilement que si p ^ 2 alors x p et x p ne sont pas associes dans Z[i]. II en 
resulte un isomorphisme d’anneaux : 

1[i]/(p) Z[i]/(x p ) x Z[i]/(x p ), 

d’apres le theoreme chinois. Poursuivons : d’une part, Z[i]/(p) est de cardinal p 2 
(car isomorphe a (Z/pZ) 2 en tant que groupe abelien) ; d’autre part, les quotients 
Z[i\/{xp) et Z[i]/(x p ) sont deux corps car les ideaux premiers (x p ) et (x p ) sont 
maximaux. Necessairement, Z[i]/(x p ) est isomorphe a F p = Z/pZ. Autrement 
dit, la projection canonique Z[i\ — > Z[i]/(x p ) fournit un morphisme d’anneaux 
Z[i\ — * F p , de noyau (x p ). 

Cela nous amene a construire l’ideal p comme le noyau d’un morphisme d’an- 
neaux / : Z[i\ —> F p . Noter deja que, puisque F p est un corps (done integre), le 
noyau de ce morphisme d’anneaux sera un ideal maximal (done premier). Un tel 
morphisme est entierement caracterise par l’image de 1 et de i. Neanmoins, etant 
un morphisme d’anneaux, nous avons necessairement /( 1) = 1, et par suite ce 
morphisme est determine par f(i). Or, i est un element d’ordre 4 dans U(Z[i]). II 
ne peut done s’envoyer que sur un element d’ordre 4 de F^ . Ensuite, on obtiendra 
notre generateur par l’algorithme euclidien de Z[i\. 
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Cela permet de mettre en evidence les deux ingredients techniques dont nous 
aurons besoin : 

• la division euclidienne dans Z[i\ , deja implementee; 

• trouver un element d’ordre 4 dans Z/pZ, p etant un nombre premier de la 
forme 4k + 1. 


Enfin, le travail de synthese consiste a demontrer que x p ainsi construit est bien 
de norme p. Ce sera fait en fin de TP. 

Element d’ordre 4 dans Z/pZ 

L’idee est la suivante : Si p est un nombre premier de la forme 4/e + 1, alors 
en prenant « au hasard » un element a de IF*, il y a de « grande chance » que a k 
soit un element d’ordre 4. 

6. Tester experimentalement la strategie proposee en prenant (« au hasard ») des 
p ^ 1000 de la forme desiree. 

Remarque technique : Pour tirer des nombres « au hasard », on pourra utiliser la 
fonction 

RandomTools [Generate] (integer (range=m. ,n)) 

qui renvoie un nombre entre deux entiers m et n. Par exemple, la procedure suivante 
renvoie un nombre premier pseudo-aleatoire compris entre 3 et n : 

> randprime : =proc(n) ; 

RETURN (prevprime (RandomTools [Generate] (integer (range=5. .n+1)))) ; 
end; 

A partir de vos tests, combien de a faut-il choisir en moyenne pour etre sur d’en 
avoir un « bon » . Donner des arguments theoriques pour valider vos resultats 

7 P~ 1 

experimentaux. (Remarquer que a est d’ordre 4 si et settlement si a 2 = — 1 ; 

p— 1 

considerer alors l’endomorphisme x 1 — ► x^~ de IF*.) 

8. En deduire tine procedure ordre4 qui, etant donne en entree un nombre pre- 
mier p de la forme 4k + 1, renvoie un entier c, avec |c| < p/2, et tel que sa 
classe dans F p soit un element d’ordre 4. 
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Decomposition de p en somme de deux carres 

9. Soit c un element de Z, tel que |c| < p/2 et que sa classe modulo p soit d’ordre 
4 dans F*. On considere le morphisme d’anneaux / : Z [z] — > F p defini par 
/( 1) = 1 et f(i) = c mod p. Verifier que c’est bien un morphisme d’anneaux. 
Montrer que le uoyau de / est engendre (en tant que groupe abelien, done en 
tant qu’ideal) par p et i — c. En deduire, par l’algorithme d’Euclide du calcul 
du pged dans Z[i], un generateur du noyau de /. Que prend-on comme entiers 
a et 6 de fagon a avoir p = a 2 + 6 2 ? 

10. En combinant 1 ’ensemble de votre travail precedent, ecrire une procedure 
DeuxCarres, qui prend en entree un nombre premier p et qui renvoie un couple 
(a, b ) tel que p = a 2 + b 2 si p est de la forme 4k + 1. 

11. Question subsidiaire : proposer un algorithme, utilisant la procedure prece- 
dente, qui decompose en irreductibles un entier de Gauss quelconque donne. 

Remarque. Pour achever la preuve de la proposition 1, il reste a demontrer que si 
p = — 1 mod 4 alors p reste irreductible dans Z[i] (il ne s’ecrit done pas comme 
somme de deux carres). On demontre la contraposee : si p est reductible, il s’ecrit 
p = a/3 (a 0 U(Z [*]), j3 0 U(Z[i])), d’ou N(p) = p 2 = N(a)N(/3). Comme a 
et (3 ne sont pas de norme 1, alors p = N(a). Ecrivant a = a + ib, on obtient 
p = a? + b 2 , d’ou — b 2 = a 2 mod p. On verifie facilement que p ne divise pas b, 
done b est inversible modulo p. La congruence precedente montre alors que —1 
est un carre modulo p. Comme les carres (non nuls) modulo p ferment un groupe 
de cardinal (p — l)/2 (c’est l’image de l’endomorphisme x *—>■ x 2 de F*), on a 

p— 1 

( — l)^ - = 1, ce qui est equivalent a p = 1 mod 4. 

Dans la meme veine, on peut fournir une preuve, non constructive par contre 
(a la difference de l’algorithme decrit plus haut), du fait que p = 1 mod 4 s’ecrit 
comme somme de deux carres : comme —1 est un carre modulo p (les carres non 

p— 1 

nuls modulo p sont exactement le noyau de l’endomorphisme x i— ► x^~ de F*), 
disons — 1 = a? mod p. le nombre p divise a 2 + 1 = (a + i)(a — i), mais il ne divise 
ni a + i, ni a — i. Il n’est done pas premier dans Z [i], done pas irreductible (c’est 
une propriete des anneaux principaux). Or on vient de voir qu’il s’ecrit alors sous 
la forme p = a 2 + b 2 . 
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IX 


GENERALITIES SUR LES EXTENSIONS 

DE CORPS 


II est bien connu qu’un polynome f(X ) du second degre, a coefficients dans 
M, dont le discriminant est negatif n’admet pas de racine dans M mais dans C. 
Pour resoudre l’equation f(X ) = 0 on est done amene a considerer M coinme un 
sous-corps de C : on dit que C est une extension de M. De maniere generate, la 
theorie des extensions de corps a pour objet de repondre aux questions suivantes : 

- Etant donnes un corps K et f(X) un polynome de K\X\, peut-on trouver 
un corps L dont K soit un sous-corps et dans lequel on puisse resoudre 
l’equation f(X ) = 0 ? 

- Etant donne un corps K. peut-on trouver un corps E dont K soit sous- 
corps et dans lequel on puisse resoudre les equations f{X) = 0, pour tous 
les polynomes f(X) de K[X]1 

Bien entendu, les proprietes du corps K entrent en jeu, en particular sa ca- 
racteristique. Celle-ci caracterise un sous-corps de K . son sous-corps premier, 
dont K est une extension. Ce sous-corps premier est soit isomorphe a Q, soit iso- 
morphe a Z/pZ avec p un nombre premier, de sorte que tout corps est extension 
de Q on de Z/pZ. 

IX. 1. Corps premiers — Caracteristique d’un corps 


Definition IX. 1. . On dit qu’un sous-ensemble k d’un corps K est un sous- 
corps de K s’il est stable pour les operations de K et si, muni des operations 
induites par celles de K, e’est un corps. 
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Proposition IX.1.1. Un sous-ensemble k d’un corps K est un sous-corps de K si 
c’est un sous-anneau de K stable par inverse. □ 

II est clair qu’une intersection de sous-corps d’un corps K est un sous-corps 
de K. 

Definition IX. 1.2. Un corps est dit premier s’il ne contient aucun sous-corps 
distinct de lui-meme. 

Proposition IX. 1.2. Tout corps K contient un sous-corps premier et un seul. 

Demonstration. C’est l’intersection de tous les sous-corps de K. □ 

Notons 1 a l’element unite d’un anneau A et considerons le morphisme d’an- 
neaux tp : Z — > A defini par <p(l) = 1a, Le. <p[n) = nl a- Le noyau Ker(ip) de ce 
morphisme est un ideal de Z, on a done Ker((p) = (p), avec p ^ 0. 

Definition IX. 1. . L’entier p positif ou nul ainsi defini s’appelle la caracteris- 
tique de A. 

Theoieme IX.1.1. 

(i) La caracteristique d’un corps est nulle ou est un nombre premier. 

(ii) Si K est un corps de caracteristique nulle, son sous-corps premier est 
isomorphe a Q. 

(iii) Si K est un corps de caracteristique p > 0, son sous-corps premier est 
isomorphe a r L/p r L. 

Demonstration. Soit K un corps : si p ^ 0, alors Im(ip) ~ Z /(p) est un sous- 
anneau de K, done integre. Par consequent, l’ideal ( p ) est premier, i.e. p est un 
nombre premier. 

Puisque le sous-anneau Im(ip) de K est engendre par Ik, il est contenu dans 
tout sous-corps de K , en particular dans le sous-corps premier de K. Par conse- 
quent, le sous-corps premier de K est le corps des fractions de Im(ip). Si p = 0, 
Im(ip) ~ Z et le sous-corps premier de K est isomorphe a Q. Si p > 0, alors p est 
un nombre premier et Im(ip) — TLlpTL est un corps. □ 

Proposition IX. 1.3. Soit K un corps de caracteristique p > 0. 

(i) L ’application x i — > x p est un isomorphisme de K sur un de ses sous-corps. 

(ii) Pour tout entier n ^ 0, l’ application x i — > x p ™ est un isomorphisme de K 
sur un de ses sous-corps. 
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Demonstration. Notons ip l’application definie sur K par ip(x) = x p . On a 
p(xy) = <p(x)ip(y). L’egalite tp(x + y) = <p{x) + ip(y), i.e. (x + y) p = x p + y p , 
est une consequence de la for mule du binome et du fait que p etant premier, C£, 
0 < k < p, est divisible par p. Done ip est un morphisme d’anneaux de K dans K . 
II est injectif, done bijectif sur son image. 

On deduit (ii) de (i) par recurrence sur n. □ 

Le morphisme defini dans la proposition (IX.1.3.(i)) joue un grand role dans 
l’etude des corps finis et, plus generalement, dans l’etude des corps de caracteris- 
tique p > 0 (c/. TR.IX.A et chapitre XV). C’est le morphisme de Frobenius. 


Remaiques JX.1.1. 

a) On deduit de la definition (IX. 1.3) que si un anneau A est de caracteristique 
p > 0, p est le plus petit entier positif tel que, pour tout element a de A, on ait 
pa = 0. 

b) On deduit de la proposition (IX. 1.3) que si K est un corps de caracteristique 
p > 0, alors pour tout entier n > 0, on a, dans K, l’identite : 




i= 1 


c) D’apres le theoreme (IX. 1.1), un corps de caracteristique nulle est inhni et 
un corps hni a une caracteristique p > 0. 

d) D’apres le theoreme (IX. 1.1), si k et K sont des corps tels que k C K, ils 
ont rnerrie caracteristique (puisqu’ils ont meme sous-corps premier). 


Attention. Les reciproques de c) sont fausses. (Considerer le corps (Z/pZ)(A) 
des fractions rationnelles a coefficients dans Z/pZ, ou p est un nombre premier.) 

IX. 2. Extensions 


Definition IX.2. . Une extension d’un corps K est la donnee d’un corps E et 
d’un morphisme de corps i : K — » E. 


Un morphisme de corps etant necessairement injectif, on peut identifier le 
corps K avec le sous-corps i(K) de E. Dans la suite, cette identification sera 
toujours supposee faite (sauf mention explicite du contraire) et on considerera 
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qu’une extension d’un corps K est la donnee d’un corps E contenant K comme 
sous-corps. 

Notation . Une extension E de I\ sera notee E/K, ou K C E, ou K E. 

Exemples IX.2.1. 

a) Le corps des nombres complexes C est une extension du corps des nombres 
reels M. 

b) C et 1 sont des extensions de Q. Plus generalement, tout corps est une 
extension de son sous-corps premier. 

c) E = Q(\/2) = {a + b\J 2 | a, b £ Q} est une extension de Q. 

d) Pour tout corps K, le corps K(X) des fractions rationnelles a coefficients 
dans K est une extension de K. 

Soit E une extension d’un corps K. II est clair que les operations de E induisent 
sur E une structure de .fT-espace vectoriel. Plus precisement, E est une iT-algebre 
(c/. TR.VIII.D). 

Definition IX.2.2. Si E/K est une extension, on appelle degre de cette exten- 
sion la dimension du K-e space vectoriel E. Si dim^- E = +oo, on dit que E 
est une extension infinie de K ; si dim^- E est finie, on dit que E est une 
extension finie de I\ et on pose [E : K] = dim^ E. 


Exemples IX.2.2. 

a) Si E/K est une extension telle que \E : K] = 1, alors E = I\. 

b) [C : R] = 2. 


c) M est une extension infinie de Q, puisque Q est denombrable et que M ne 
l’est pas. 


Exenice IX. . Soient K un corps et A un anneau integre contenant K . de di- 
mension finie en tant que RT-espace vectoriel. Montrer que A est un corps. (On 
montrera que, pour tout element non nul a £ A, la multiplication par a est une 
application RT-lineaire bijective de A dans A et on en deduira que a est inversible 
dans A.) 
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Pmposition IX.2.1. Soient E / K etF/E des extensions. Sil’un des nombres [F : K] 
ou [F : E][E : K] est fini, il en est de meme pour I’autre et Us sont egaux. 


IX. 2. Extensions 


Demonstration. Soient (ej)j 6 / une F-base de E et ( fj)jej une F-base de F. On 
verifie qu’alors est une K - base de F. □ 


Comllaire IX.2.1. Si F/K est une extension finie et si E est un corps tel que 
K C E C F, alors [E : K] et [F : E] sont des diviseurs de [F : K] . □ 


Remarque IX.2. . On en deduit que si F/K est une extension finie telle que [F : K] 
soit un nombre premier, il ne peut exister de corps intermediaire entre K et F. 


Attention. On prendra garde a u fait que si [F : K] n’est pas premier, il n’existe 
pas necessairement de corps intermediaire entre K et F. On trouvera un exemple 
de cette situation a l’exercice XVI. 2 du chapitre XVI. 


Exercice IX.2. Soient E /K une extension de degre Uni et Fi , F 2 des corps inter- 
mediates, K C Fj C E, i = 1, 2. Montrer que si les nombres [F\ : K] et [F 2 : K] 
sont premiers entre eux, alors F± n F2 = K. 


Definition - Proposition IX.2.2. Soient E un corps et Y un sous-ensemble de E. Le 
sous-corps de E enqendre par Y est le plus petit sous-corps de E contenant Y. 
C’est I’intersection de tous les sous-corps de E contenant Y. □ 


Definition IX.2.3. Soient E/K une extension et A un sous-ensemble de F. Le 
sous-corps de F engendre par K U A est dit obtenu par adjonction de A a I\ 
et est note K(A). 


Exemple IX.2.3. Si E = M, K = Q, A = {\/2}, alors K(A) = Q(y/2). 


Exercice IX.3. Avec les notations ci-dessus, montrer que K(A) est le corps des 
fractions de la sous-algebre K[A] de E, engendree par K et A. (Indication : on 
rappelle que, en posant A = {aj}j e /, K[A] est l’anneau des polynomes en les 
indeterminees aj, i £ I (TR.VIII.D), et utiliser la propriety universelle du corps 
des fractions d’un anneau integre, cf. VI 1 1. 5.) 
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Defi ni tion IX.2.4. 

a) Avec les notations ci-dessus, les elements de A sont appeles des gene- 
rateurs de K(A) sur K. 

b) On dit qu’une extension E/K est de type fini si elle possede un systeme 
fini de generateurs. 

c) On dit qu’une extension E/K est monogene si elle possede un systeme 
de generateurs reduit a un element. Cet element est alors appele primitif. 


Remarque IX.2.2. Une extension finie est de type fini. Mais la reciproque est fausse. 
Par exemple, le corps K(X) des fractions rationnelles a coefficients dans K est une 
extension de type fini de K , mais n’est pas une extension finie. Plus generalement, 
cf. remarque (XI. 2.1). Par contre, on a le resultat suivant : 

Proposition IX.2.3. Si E/K est une extension telle que [E : K] soit un nombre 
premier, alors V extension est monogene. 

Demonstration. Soit a £ E \ K : alors K(a) est un corps intermediate entre K 
et E. D’apres la remarque (IX. 2.1), on a K{a) = K ou K(a) = E. Mais puisque 
l’element a n’est pas dans K, on ne peut avoir K(a) = K. On en deduit que 
K{a) = E. □ 

On remarque done que si E/K est une extension telle que [E : K] soit un 
nombre premier, tout element de E \ K est primitif. 

Exercice IX.4. Soient K un corps et L/K une extension. Montrer que si E\ et E 2 
sont deux corps intermediaires, K C £) C L, i = 1,2, il existe un corps inter- 
mediate maximal parmi ceux contenus dans E\ et E% et un corps intermediate 
minimal parmi ceux contenant E\ et E 2 . (On montrera que ce sont, respective- 
ment, E\ O E 2 et K(E\ U E 2 ).) 
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’s? TR.IX.A. Jorps finis 

Les corps finis seront etudies en detail an chapitre XV. Nous allons ici etablir 
quelques proprietes element aires, mais fondamentales. 

Nous allons d’abord montrer la propriety suivante : 

Soient K un corps et K* le groupe multiplicatif des elements non nuls de K ; 
tout sous-groupe Uni G de K* est cyclique, forme de racines de l’unite ( cf . XV. 1). 

On rappelle (exercice VI. 6) qu’il existe un element x de G dont l’ordre n est 
le ppcm des ordres des elements de G. 

1 En deduire que |G| ^ n, done que G = { l,x,. . . , x"^ 1 }. 

Dans la suite, F est un corps fini a q elements, de caracteristique p > 0. Son 
sous-corps premier est done F p = Z/pZ. 

2 Montrer qu’il existe un en tier n ^ 1 tel que q = p n . 

3 Montrer que le groupe F* est cyclique, d’ordre q — 1. 

4 En deduire que pour tout x de F* , on a x q ~ l = 1 et, pour tout x de F, on a 
x q = x. 

5 Soit a un generateur de F* ; montrer que F = F p (a) et que 

F = F p l ® WpOi ® ■ ■ ■ © F p a n 


avec n = [F : F p ] . 

On considere maintenant un corps K de caracteristique p > 0 et T : K — ■> K 
le morphisme de Frobenius, F{x) = x p . D’apres la proposition (IX. 1.3), e’est un 
endomorphisme de K. 

6 Montrer que sa restriction a F p est l’identite. 

7 En deduire que pour tout entier n £ Z, on a n p = nmod{p). 
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8, Montrer que si K est un corps fini, T est un automorphisme. 

9 En deduire que dans un corps fini de caracteristique p, chaque element admet 
une et une seule racine p-ieme. 

Nous allons maintenant donner quelques proprietes des ensembles 
F 2 q = {x€F q \3y€F q ,x = y 2 }, F* 2 = F 2 nF* q , 

1. e. des elements qui sont des carres dans un corps fini, avec q = p n , p premier. 

10. Montrer que si p = 2, alors F 2 = F g et que si p > 2, alors on a |F* 2 | = et 
|F 2 | = 2±i. (Utiliser la suite exacte 1 — > { — 1, 1} — + F* — + F* 2 — 1. Pour la 
definition de suite exacte, cf. TR.IV.C.) 

11. Montrer que si p > 2, alors x £ F* z est equivalent a x~ = 1. 

12. En deduire que, si p > 2, —1 G F* 2 est equivalent a q = 1 mod{ 4). 

4b TR.IX.B. Corps des quaternions et theoreme 
des quatre carres 

Ce livre est consacre a l’etude des corps commutatifs. Cependant il existe des 
corps non commutatifs (i.e. la multiplication n’est pas commutative) qui, d’apres 
le theoreme de Wedderburn (cf. chapitre XV), sont necessairement infinis. Nous 
allons etudier ici le plus classique d’entre eux, le corps des quaternions. 

De plus, cette etude nous permettra de demontrer le theoreme suivant : 

Theoreme (des quatre carres). Tout nombre entier naturel est somme de quatre car- 
res de nombres entiers naturels. 

On designe par H l’espace vectoriel M , dont on note {e,i,j,k} la base cano- 
nique, muni de la structure de R-algebre definie, par linearite, a partir de la table 
de multiplication suivante : 

ee = e, ei = ie = i, ej = je = j, ek = ke = k, i 2 = j 2 = k 2 = — e, 

ij = —ji = k , jk = —kj = i, ki = —ik = j. 

1 Verifier que la multiplication ainsi definie sur H est associative. 

Un element de H est appele un quaternion. II s’ecrit, de maniere unique, 
ae + bi + cj + dk , avec a, b,c,d £ M. Un tel quaternion avec a = 0 est appele un 
quaternion pur. On note l’ensemble des quaternions purs. 

2, Verifier que H p est un R-espace vectoriel. 
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Soit z = ae + bi + cj + dk un quaternion ; le quaternion conjugue de z est 
z = ae—bi—cj—dk. La norme de z est le nombre reel N(z) = zz = a 2 +& 2 +c 2 +d 2 . 

3 Montrer que pour tous quaternions z, z' , on a N(zz') = N(z)N(z'). En deduire 
que V ensemble des elements de M qui sont sommes de qua tre carres est stable par 
multiplication. 

Montrer que tout quaternion non nul z admet pour inverse N(z)~ l ~z. En deduire 
que H est un corps non commutatif. 

5 Soit z un quaternion pur. Montrer que N(z) = 1 si et seulement si z 2 = —1. 

Deux quaternions purs z = bi + cj + dk et z' = b'i + dj + d'k sont dits 
orthogonaux si bb' +cd +dd' = 0. Autrement dit, les vecteurs (b, c, d) et (b ' , d , d') 
de M 3 sont orthogonaux pour le produit scalaire usuel de M 3 . 

6, Soient. z et z' deux quaternions purs orthogonaux. Montrer que zz! est un 
quaternion pur orthogonal a z et z' . 

7 Soit e\ un quaternion pur de norme 1. Montrer qu’il existe un quaternion pur 
€2 orthogonal a ei et de norme 1. 

8 , On pose 63 = £ 162 - Montrer que (ei, £ 2 , £ 3 ) est une base de Up. 

Pour a £ K et z £ H p , on pose 

u a (z) = (cos(a/ 2) + eisin(a/2))z(cos(a/2) — e\sin{a/2)). 

9 Montrer que u a est une application WL-lineaire de H p dans H p . 

10 . Calculer les coordonnees de u a (z) en fonction des coordonnees de z dans la 
base (ei, e 2 > £ 3 )- 

11 . Interpreter u a comme la rotation d’angle a et de vecteur directeur t\. 

12 . Pour un quaternion z = ae + bi + cj + dk, on note v(z) le vecteur ( b,c,d ) 
de M 3 et on ecrit. z = ae + v(z). Calculer le produit (ae + v(z))(a' e + v(z')) en 
fonction de a, a' ,v(z),v(z'), du produit scalaire et du produit vectoriel de v(z) et 
v(z'). 

Si A est un anneau commutatif, un A-module E est la donnee d’un groupe 
abelien ( E , +) muni d’une operation externe A x E — > E, ces deux lois sa- 
tisfaisant aux memes axiomes que ceux d’espace vectoriel. L’une des differences 
fondamentales avec la structure d’espace vectoriel est qu’un A-module E ne pos- 
sede pas necessairement de base. S’il en possede une (on dit alors que E est un 
A-module libre), tout element de E s’ecrit, de maniere unique, comme combinai- 
son lineaire finie d’elements de la base, a coefficients dans A. 
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Dans la definition des quaternions, on peut remplacer M par un anneau com- 
mutatif A quelconque. Le M-module fibre A 4 , dont on note {e,i,j,k} la base 
canonique, est muni d’une structure de A-algebre par les memes operations que 
ci-dessus. On note H(A) cette M-algebre. II est clair que les notions de conjugue, 
quaternion pur, norme, definies ci-dessus ont encore un sens dans ce cadre et que 
pour tout element z £ H(A), on a N(z) £ A. On en deduit, comme a la question 3, 
que l’ensemble des elements de A qui sont sommes de quatre carres est stable par 
multiplication. Par consequent, en prenant A = Z, pour demontrer le theoreme 
des quatre carres, il suffira de prouver que tout nombre premier est somme de 
quatre carres. 

Nous allons etudier H(Q) et son sous-anneau (non commutatif) H(Z). On note 
Ti l’ensemble des elements 2 : £ H(Q), 2 : = ae + bi + cj + dk, avec (a, b, c, d) £ Z 4 ou 
( a,b,c,d ) £ + Z) 4 . On appelle les elements de Ti les quaternions d’Hurwitz. 

13 , Montrer que Ti est un sous-anneau de H(Q) qui contient H(Z) et qui est stable 
par passage au conjugue. 

Montrer que pour tout z £ Ti, on a z + z £ Z et N(z) £ Z. 

15 , Montrer que pour que z £ Ti soit inversible, il faut et il sufRt que N(z) = 1. 

16 , Montrer que pour tout z £ H(Q), il existe x £ Ti tel que N(x — z) < 1 

(inegalite stride). (Soit 2 ; = ae + bi + cj + dk ; il existe (a 1 , b' , cf, d!) £ Z 4 tels que 
\a — a’\ ^ 7j, \b — b'\ ^ \c — d\ ^ \d—d!\ ^ \. Prendre x = a'e + b'i + d j + d'k.) 

Pour un anneau non commutatif A, un sous-groupe abelien I de (A, +) est un 
ideal a gauche (resp. a droite, resp. bilatere) si 

Va £ A, \/x £ I, ax £ /, (resp. xa £ I), (resp. Va, b £ A, \/x £ I , axb £ I). 

Evidemment, si A est un anneau commutatif, ces trois notions coicident avec celle 
d’ideal. 

l r Montrer que tout ideal a gauche (resp. a droite) de Ti est principal, i.e. de 
la forme Tiz (resp. zTi). (Soit a un ideal non nul de Ti : montrer qu’il existe un 
element u £ a de norme minimale. Montrer que u est inversible. Soient z £ a et 
zvd 1 : d’apres le resultat de la question 16, il existe x £ Ti tel que N(zu~ 4 — x) < 1. 
Montrer que z = xu.) 

Nous allons maintenant demontrer le theoreme des quatre carres pour un 
nombre premier p. Le theoreme est evident si p = 2. On peut done supposer que 
p est impair. 

18 , Montrer que Tip est un ideal bilatere de Ti et que 1 ! anneau quotient Ti/Tip 
est isomorphe a H(F p ). 
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19 . Montrer qu’il existe un element non trivial ( a,b,c,d ) £ tel que 

a 2 + b 2 + c 2 + d 2 = 0. (En prenant c = 1 et d = 0, il suffit de montrer que l’equa- 
tion b 2 + 1 = —a 2 a une solution dans F^. En utilisant le TR.IX.A.10, montrer 
que l’ensemble des elements de F p de la forme b 2 + 1 (resp. —a 2 ) est de cardinal 

Puisque -f 2±i > p. en deduire le resultat.) 

On en deduit qu’il existe dans EI(Fp) des elements non nuls dont la norme est 
nulle. D’apres la question 15, un tel element n’est pas inversible, il engendre done 
un ideal a gauche non trivial. 

20 . En deduire qu’il existe deux elements non inversibles z,z' G EL tels quep = zz' 
et que N(z) = N(z') = p. 

Si 2 (ou z r ) est un element de 7i dont tous les coefficients sont dans Z, le 
theoreme est demontre. Supposons que z (et z') ont leurs coefficients dans ^ + Z. 

21 . Montrer qu’il existe un element u £ di tel que N(u) = 1 et zu E H(Z). 
(Le conjugue de la classe de 2 z dans H(Z)/4EI(Z) ~ BI(Z/4Z) est la classe d’un 
quaternion x dont les coefficients sont tous 1. Prendre u = \x.) 

On en deduit que p = N(zu), avec zu £ H(Z), est la somme de quatre carres 
dans Z, done dans N. 
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TP.IX.A. Factorisation des polynomes 

Vous avez etudie an sein des TR.VIII.A et TR.VIII.B des criteres permettant 
de verifier l’irreductibilite de polynomes. Si ces derniers permettent de traiter des 
cas de degre arbitrairement grand, ils ne s’appliquent cependant pas a n’importe 
quel polynome que Ton se donne explicitement. Par contre, MAPLE sait facto- 
riser dans <Q)[x] (commande factor ou factors, selon l’affichage souhaite) tout 
polynome, pourvu que le degre ne soit pas tel que l’on depasse les capacites de 
la machine. Le but de ce TP est de comprendre et de reimplementer l’algorithme 
qui se cache derriere la commande MAPLE (ou du moins un algorithme efficace 
qui realise la factorisation). 

Quitte a multiplier par un entier sufhsamment grand, on peut toujours sup- 
poser que le polynome P appartient a Z[x\. On peut alors reduire P modulo 
un nombre premier p et se poser la question de la factorisation du polynome P 
obtenu dans F p [a:] (ou F p designe le corps fini Z/pZ). La commande MAPLE cor- 
respondante est Factor (P) mod p (ou Factors (P) mod p). Nous allons decrire 
un algorithme de factorisation sur un corps fini, du a Berlekamp, qui utilise essen- 
tiellement de l’algebre lineaire et le morphisme de Frobenius (c/. TR.IX.A). Pour 
simplifier, nous nous limiterons a F p . Signalons egalement qu’il existe d’autres 
algorithmes (Cantor-Zassenhaus, etc.) ; le lecteur trouvera dans [28] une descrip- 
tion de ces derniers et une comparaison de leur efhcacite en fonction des differents 
parametres du probleme. 

L’algorithme de factorisation sur (Q) que nous decrirons est de nature « modu- 
laire » : on factorise P sur F p et l’on reconstruit les facteurs de P dans Z[x] a 
partir des facteurs de P. C’est possible grace a une borne a priori M des coeffi- 
cients des diviseurs de P (borne de Mignotte) ; on prend alors p > 2 M. Nous nous 
limiterons au cas d’un seul grand nombre premier. II existe d’autres variantes : 
par exemple, prendre un petit premier p et un entier n tel p n > 2 M. On releve 
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alors la factorisation dans F p en une decomposition dans Z /p n Z grace au « lemme 
de Hensel ». Le lecteur interesse trouvera dans [28], chapitre 15, une description 
de cette seconde methode modulaire, ainsi qu’une discussion de la pertinence des 
deux methodes en fonction des parametres du probleme. 

Quelques remarques concernant la manipulation des polyndmes modulo p 
en Maple : par rapport aux commandes relatives aux polynomes de Z[x] et 
Q[x], les noms sont en general conserves, mais les commandes commencent par 
une majuscule et se terminent par mod p. On utilisera done Expand(P) mod p 
pour developper, Gcd(P,Q) mod p pour le calcul du pged, Quo(A,B,x) mod p et 
Rem(A,B,x) mod p pour le quotient et le reste de la division euclidienne. Le degre 
s’obtient encore par degree (P,x), le coefficient de degre i par coeff (P,x,i) et 
le coefficient dominant simplement via lcoeff . 

Corps finis et irreductibles de F p [a?] 

Nous avons besoin, pour effectuer la factorisation dans F p [x], d’un test d’irre- 
ductibilite. Nous allons donner un tel critere et en profiter pour indiquer comment 
construire de maniere effective les corps finis F p ™ (ils seront etudies en detail au 
chapitre XV, ou on les definit a l’aide d’une cloture algebrique de F p , ce qui 
demontre l’existence et l’unicite de ces corps, mais n’explique pas comment on 
calcule, en pratique, dans les corps finis). En effet, si P est un polynome irre- 
ductible de degre n, alors l’ideal (P) qu’il engendre est un ideal premier, done 
maximal, de F p [x] (en vertu de la principality de F p [x]). Le quotient ¥ p [x]/(P) 
est done un corps et un F p -espace vectoriel de base l,x, . . . , oil n = deg P, 
e’est-a-dire un corps a p n elements. 

Proposition 1. Pour qu’un polynome P S F p [x] de degre n ^ 1 soit irreductible, il 
faut et il suffit qu’il satisfasse aux deux conditions suivantes : 

(i) P divise x p " — x. 

(ii) Pour tout diviseur strict d de n, P ne divise pas x pd — x. 

Demonstration. Considerons les degres des facteurs irreductibles de P. En vertu 
du lemme ci-dessous, la condition (i) signifie que ce sont tous des diviseurs de 
n et la condition (ii) qu’aucun d’entre eux n’est un diviseur strict de n. Il n’y 
a done qu’un seul facteur irreductible et il est de degre n ; autrement dit, P est 
irreductible. □ 

Lemme 1. Soit n ^ 1 un entier. Le polynome x pU — x £ F p [x] est exactement le 
produit de tous les polyndmes irreductibles unitaires de F p [x] de degre divisant n. 
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Demonstration. Soit tout d’abord P un diviseur irreductible de F p [x] de degre un 
diviseur d de n. II s’agit de demontrer que P divise x pn — x. On a deja vu que 
a p = a pour tout element a d’un corps fini de cardinal p d (TR.IX.A). Comme 
K = F p [x]/(P) est un tel corps, on peut appliquer ce fait a la classe x de x 
dans K. Ensuite, sachant que d divise n, on en deduit que x pn = x (on itere le 
Frobenius (p p d : a i— > a p qui est l’identite sur K), done que P divise x pU — x. 

Reciproquement, supposons que P soit un facteur irreductible de x p " — x et 
demontrons que le degre d de P divise n. Consider ons 1’ ensemble K' des elements 
a du corps K = F p [a;]/(P) tels que ct p " = a. Le fait que K' soit un corps decoule 
directement du fait que (p p n est un morphisme de corps. De plus, il contient la 
classe de x modulo P, car P divise x pU — x ; e’est done K tout entier. 

D’autre part, on a vu que le groupe des inversibles d’un corps est cyclique 
(TR.IX.A). II existe done un element a de K x d’ordre p d — 1. Comme oiP n = a, 
ou encore a pU ~ l = 1, on voit que p d — 1 divise p n — 1. Cela implique que d divise 
n : ecrivons n = dq + r ; alors p n — 1 = p dq p r — 1 = ( p dq — 1 )p r + p r — 1. Comme 
p d — 1 divise p dq — 1 et que p r — 1 < p d — 1, on voit que p r — 1 est le reste de la 
division euclidienne de p n — 1 par p d — 1. Or ce reste est nul, done r = 0. 

Ainsi apparaissent dans la decomposition en irreductibles de x p " — x tous les 
polynomes irreductibles unitaires de F p [x] de degre divisant n et uniquement ceux- 
la. II reste a prouver que ces facteurs sont tous de multiplicite un. On considere 
pour cela le polynome derive p n x pn ~ 1 — 1 = —1 ; il est premier avec x pU — x, d’ou 
le result at. □ 

Cela demontre le critere. Existe-t-il pour autant de tels polynomes ? 


Proposition 2 . Pour tout nombre premier p et tout entier n ^ 1, il existe des 
polynomes irreductibles de degre n dans F p [x]. 

On a besoin, afin de construire les corps finis, d’une preuve effective. La me- 
thode utilisee en pratique est surprenante au premier abord : on tire au hasard 
un polynome unitaire de degre n dans F p [x], on teste son irreductibilite, et on 
recommence en cas d’echec. 

En effet, notant I(n,p) le nombre de polynomes irreductibles unitaires de 
F p [x] de degre n ^ 1, il resulte du lemme precedent que = P n ■ 0 R 

en deduit la majoration I(n,p ) ^ p n /n que l’on applique egalement aux I(d,p ) 
pour d < n divisant n. Ainsi 

E(n/ 2) 

p n - nl(n,p) ^ Y, P d ^ ^2 P d = P(P E{n/2) ~ 1 )/{P - 1 ) < p E(n/2)+1 , 

d\n : d<n d= 1 
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d’ou vine minoration de I(n,p). Finalement : 

n _ E{n/2)+l n 

^ I(n,p) ^ V — 

n n 

Cela montre que I(n,p ) > 0. Mieux encore, on en deduit qu’un polynome irre- 
ductible unitaire de grand degre n choisi au hasard a, en gros, une chance sur n 
d’etre irreductible. 

Enfin, expliquons comment verifier le critere d’irreductibilite de maniere effi- 
cace : on se place dans l’anneau quotient ¥ p [x]/(P) et on calcule les puissances x pl 
de x modulo P. Puisque x pl+1 = ( x pl ) p , on procede par recurrence et on calcule 
successivement les restes R{ de la division euclidienne de Rf_ j par P, a partir 
de Rq = x. La condition (i) s’ecrit R n = x et la condition (ii) est equivalente a 
Ri / x pour i < n. 

1. Ecrire une procedure irreductible?: =proc(P,p) testant 1 ’irreductible de P 
sur (ou P est entre comme un polynome a coefficients entiers). On utilisera 
la strategie exposee ci-dessus. 

La fonction suivante permet de tirer au hasard un polynome unitaire de degre 
n ^ 1 dans F p [x] : 

>randpol : =(n,p) ->sort (x~n+RandomTools [Generate] 

(polynom( integer (range=0 . .p-1) , x,degree=n-l))) : 

Verifier que la probability d’obtenir un polynome irreductible de degre n par 
un tel tirage au hasard est de l’ordre de 1 /n. On pourra ecrire une procedure 
test:=proc(N,n,p) renvoyant la proportion de cas favorables pour N tirages. 

Enfin, ecrire une procedure polirreductible:=proc(n,p) renvoyant un po- 
lynome de F p [x] unitaire irreductible de degre n. 

Factorisation sur F p 

L’algorithme procede en plusieurs etapes. 

La premiere etape consiste a eliminer les facteurs multiples a l’aide de la 
derivation. Ecrivant / = ^ S F p [x], le polynome derive est par definition 
f = II est nul si et seulement si / G F p [x p ], ou encore, puisque 

Y,a, ip x ip = (£ di p x l ) p 1 si et seulement si / = g p , g E F p [x]. En particulier, la 
derivee d’un polynome irreductible est non nulle. 

II s’agit d’ecrire la « factorisation sans facteur carre » de /, c’est-a-dire la 
decomposition / = A h\ti^ . . . h s s ou A est le coefficient dominant de / et les hi 
sont unitaires sans facteur carre et premiers deux a deux. Si / = A nu ft 
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est la decomposition de / en facteurs irreductibles (unitaires) dans F p [x], alors 
hi = Y\ej=i fj j d’ou l’existence et l’unicite de la factorisation sans facteur carre. 

Expliquons comment l’obtenir (sans factoriser !). Quitte a diviser par A, on 
suppose / unitaire. Partant de f = h 3 4 -. le lecteur verifiera que 

u = pgcd(/, /') = h l ~ 4 JJ h\. 

p\i p\i 

On definit alors deux suites u k et v k par recurrence comme suit : u\ = u et 
vi = f/u = [I p\i hi- Pour k > 1, on pose v k+1 = pgcd (u k ,v k ) si p f k et v k+1 = v k 
si p | k, puis rifc+i = u k /v k +i- On verifie facilement par recurrence que 

u k = fj h]~ k h\ et v k = hi. 

i>k,p\i p\i i^k,p\i 


II en resulte que h k = v k /v k +i si p \ k. On obtient ainsi des h k jusqu’a ce que v k 
soit un polynome constant, auquel cas u k ~\ ~ U P \i h\ = g p . On r emplace alors / 
par g et l’on recommence. 

2. Ecrire une procedure sans2f act : =proc (f ,p) renvoyant la factorisation sans 
facteur carre de /, formatee comme une liste [A, [hi, ei], . . . , [h s , e s ]]. Tester 
avec f(x ) = x 15 + 2x 14 + 2x 12 + a: 11 + 2x 10 + 2x 8 + x 7 + 2x 6 + 2x 4 et p = 3 ; 
comparer avec le resultat de la commande MAPLE Sqrfree(f ) mod 3. 

La deuxieme etape consiste a factoriser P = h (sans facteur carre) en un pro- 
duit d’irreductibles distincts : P = n?:=i D’apres le theoreme chinois, l’algebre 
A = F p [X]/(P) est isomorphe au produit III'=i I^p[ x ']/(-^)- Comme les Pi sont 
irreductibles, chaque ¥ p [X]/(Pi) est un corps (a p de ^( p i) elements). Le Frobenius 
ifp : A — > A, donne par a >— *• a p , est un morphisme d’algebres. Sa matrice, dans la 
base l,x, ... , x n_1 , ou n = deg P, s’appelle la matrice de Berlekamp. 

c®' Quelques remarques concernant I’algebre lineaire sur en MAPLE : on 
utilise la librairie dediee : faire with(LinearAlgebra: -Modular) . La matrice iden- 
tite I n de M n (F p ) se definit alors par la commande 

Create (p,n,n, identity , integer) . 

Declarant une variable M: =Mod(p, Matrix (n,n) .integer), on remplit ensuite 
la matrice M par des affectations M[i,j] : = . . . Le noyau de M s’obtient via 
Nullspace(M) mod p; l’algorithme sous-jacent est l’algorithme de Gauss-Jordan 
(applique a la transposee de M, cf. TP. VI. A). 

3. Ecrire une procedure Bmatrice:=proc(P,p) renvoyant la matrice de 

Berlekamp B. Tester avec P = x 4 + 1 et p = 3, par exemple, et calculer 
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le noyau de B — I 4 . Comparer la dimension de ce noyau aux nombres de fac- 
teurs irreductibles dans la decomposition sur F 3 . Tester la conjecture que cela 
suscite a l’aide d’une procedure test : =proc (P ,p) et de polynomes tires an ha- 
sard par randpol. Enfin, demontrer au papier-crayon, pour tout P = 01=1 Pi- 
que la sous-algebre de Berlekamp N de A, noyau de tp p — Id n , est isomorphe a 
F p , via le morphisme a 1 — » (a mod Pi, . . . , a mod P r ) du theoreme Chinois. 

4. Soit S une F p -base de N. Ecrire une procedure Vect2Pol : =proc (v) convertis- 
sant un vecteur v = (yi, . . . , y n ) £ F p en le polynome X^=i Vi xl ~ l ■ En deduire 
S sur l’exemple P = x 4 + 1 et p = 3. 

On note S = {1, n [, . . . , ty_i}. Si r ^ 2, demontrer qu’il existe, pour tout 
1 ^ b j ^ r i i ^ j, un element a E F p et un indice 1 ^ k ^ r — 1 tels que 
Vk = a mod Pi et ^ a mod Pj (raisonner par l’absurde : si l’on avait 
Vk = Oik nrod Pi et Vk = otk mod Pj pour tout 1 ^ k ^ r — 1, exhiber 
une contradiction en regardant dans la base S un element a tel que a = 1 
mod Pi et a = 0 mod Pj). En deduire que si Q est un diviseur de P non 
irreductible, alors il existe un element a 6 F p et un indice 1 ^ k ^ r — 1 tels 
que pgcd(tfc — a, Q ) soit un diviseur strict de Q. 

Finalement, demontrer que 1 : algor it lime suivant factorise P : 

on pose i := 1 ; L := [P] ; # liste de polynomes dont le produit 

est P 

tant que longueur (L) < r 
on prend Q := L[i] ; 
pour tout k ^ r — 1 , a£F p 

on pose D := pgcd (vk~a, Q ) ; 
si 0 < degre(D) < degreCQ), 

remplacer Q par D dans L et raj outer Q/D a la fin 
recommencer au debut de la boucle exterieure 
poser i := i+1 ; # Q est irreductible, on n’y touche plus 

renvoyer L 

L’implementer (on ecrira une procedure Berlekampl : =proc(P,p) renvoyant 
la liste formatee [A, [Pi, 1], . . . , [P r , 1]] des facteurs irreductibles unitaires de 
multiplicite 1, precedes du coefficient dominant) et le tester avec P = x 4 + 1 
et p = 3, 17. Comparer avec le resultat de la commande Factors. 
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5 On va maintenant introduire une variante probabiliste de l’algorithme pre- 
cedent qui ameliore le temps de calcul. Pour simplifier, on suppose p / 2 
(l’algorithme est different dans ce cas particulier ; voir [28]). 

L’idee est la suivante : on choisit au hasard une combinaison lineaire a des ele- 
ments de la base S (les coefficients etant choisis par des tirages independants). 
Les a mod Pi sont done des elements aleatoirement uniformement distribues 
sur F p , independamment pour tout i. Alors, si cette combinaison est non nulle, 

p — 1 

soit pgcd(a, P) est un facteur non trivial de P et l’on a gagne, soit a^~ = ±1 
mod Pi pour tout i et chaque cas se produit avec la probability 1 /2, indepen- 
damment pour chaque indice i (resultat classique sur les carres dans le corps 

p — 1 

F p , cf. TR.IX.A). II y a beaucoup de chances pour que pgcd(a^“ — 1, P ) soit 
un facteur non trivial de P : il faut et suffit pour cela qu’il existe deux indices 

p— 1 p— 1 

distincts i et j tels que a~^~ — 1 = 0 mod Pi et a~^~ —1^0 mod Pj. 

Ecrire une procedure test:=proc(P,p,S,N) renvoyant, pour N tirages, la pro- 
portion qi de cas ou pgcd(a, P) est un facteur non trivial de P et la propor- 

p— 1 

tion c /2 de cas ou pgcd(a^“ — 1 , P) est un facteur non trivial de P parmi les 
cas oil pgcd(a, P) = 1. Tester avec P = x 4 + 1 et p = 17. Enhn, calculer 
les probability theoriques correspondantes et comparer sur l’exemple avec les 
proportions obtenues. 

6. Meme si la probability d’obtenir un facteur irreductible est elevee, il est ne- 
cessaire de verifier qu’il en est bien ainsi : e’est la qu’intervient la proce- 
dure irreductible? de la premiere partie. Ecrire une procedure Berlekamp2 
renvoyant la factorisation obtenue par cette variante probabiliste. On modi- 
fiera Berlekampl, les facteurs D de la liste L etant cette fois de la forme 

P — 1 

pgcd(a, P) = 1 ou pgcd(a _ 2 _ — 1,P). 

Remarque. Il est difficile de mettre en evidence avec MAPLE que la variante 
probabiliste est meilleure car l’arithmetique elementaire (pour les entiers et les 
polynomes) n’est pas implementee de fagon optimale dans Maple. De plus, il 
faudrait optimiser l’exponentiation. 


Factorisation sur Q 

On suppose P a coefficients entiers. Comme pour F p , la premiere etape consiste 
a ecrire la decomposition sans facteur carre de P, i.e. P = \h\ti 2 ■ ■ - h s s ou A est 
le coefficient dominant de P et les hi £ Q[s] sont unitaires sans facteur carre et 
premiers deux a deux. 
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La situation est plus simple qu’en caracteristique p : sur l’exemple 
/ = x 12 + x 11 — x 9 — 2x 8 + x 5 + x 4 

calculer u = //pgcd(/, f), factoriser en irreductibles f/u, puis recommencer 
en remplaqant / par u, etc. Observer les facteurs des quotients f/u successifs 
et en deduire un algorithme donnant la decomposition sans facteur carre. L’im- 
plementer au sein d’une procedure Sans2FactO : =proc (f ) , tester et comparer 
avec la commande sqrfree de MAPLE. 

Remarque. En fait, la commande sqrfree renvoie la decomposition sans facteur 
carre de P dans Z[x], i.e. l’ecriture P = \h\h% . . . h s s ou A E Z et les hi E Z[x] 
sont primitifs sans facteur carre et premiers deux a deux. La decomposition 
en irreductibles dans Z[x] (cf. chapitre VIII) assure l’existence et l’unicite de 
cette decomposition. 

8. Nous allons reduire P modulo un nombre premier p. Pour appliquer l’algo- 
rithme de Berlekamp, il faut s’assurer que la reduction P est sans facteur 
carre. Le but de cette question est d’expliquer quels nombres p conviennent, 
c’est-a-dire comment choisir p sans avoir a calculer pgcd(P, P ) et recommen- 
cer avec un nouveau p si l’on ne trouve pas un polynome constant. 

Calculer gcd(2*x,2); gcd(-2*x,2); gcd(x/2 , 1/2) ; Gcd(2*x,2) mod 3; 
Quelle normalisation du pgcd Maple utilise-t-il ? 

Calculer gcd(f ,g) mod 3; Gcd(f,g) mod 3; pour / = 18x 3 — 42x 2 + 30x — 6 
et g = — 12x 2 + lOx — 2. Calculer egalement les resultants suivants : 

resultant (f,g,x) mod 2; Resultant (f,g,x) mod 2; pour / = 4x 3 — x et 
g = 2x + 1 (voir TR.VIII.C pour une definition du resultant, ou la partie du 
TP.XI qui y est consacree). 

Le pgcd et le resultant de deux polynomes ne se comportent done pas bien 
a priori vis-a-vis de la reduction modulo p. Cependant, on voit facilement que 
si p ne divise pas le coefficient dominant des deux polynomes, alors le resultant 
reduit modulo p coincide avec le resultant des reductions modulo p. On voit 
egalement que si p ne divise pas le coefficient dominant de l’un des polynomes, 
alors le resultant reduit modulo p n’est pas nul si et seulement si le resultant 
n’est pas divisible par p. 

D ’autre part, on a vu que le resultant de / et g (tous les deux non mils), 
calcule sur un corps (Q ou F p ), est nul si et seulement si pgcd (f,g) est non 
constant (TR.VIII.C). Ainsi, si p ne divise pas le coefficient dominant de l’un 
des polynomes / et g, alors pgcd (/, g) est non constant si et seulement si 
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pgcd (f,g) est non constant. En prenant / = P et g = P' , on voit que, si 
p ne divise pas le coefficient dominant de P, alors P est sans facteur carre 
si et seulement p ne divise pas le resultant de P et P 1 . En particulier, il n’y 
a qu’un nombre fini de mauvais p. Par definition, le discriminant de / est 

D(f) = - — - ^ es OJ ) ^ ou a designe le coefficient dominant de /. On l’obtient 
avec la commande Maple discrim(f ,x) . La definition du resultant montre 
que a 2n ~ 2 divise D(f), done a fortiori a. En definitive, si p ne divise pas D(P) 
alors P est sans facteur carre. Tester en prenant P = x 9 + x 6 + x 5 — 2x 4 — 2x — 2. 

Remarque. Si p ne divise pas le coefficient dominant de / et g, on peut montrer 
que pgcd (f,g) = cpgcd(/, g), ou c est le coefficient dominant de pgcd (/,<?) 
calcule dans Z[x] (voir [28], chapitre 6.4). 

9 Avant de poursuivre avec la description de l’algorithme a proprement parle, 
faisons une petite digression au sujet des tests modulaires d’irreductibilite : 
il s’agit d’exploiter au maximum les factorisations de P modulo differents 
nombres premiers (puisque nous savons deja tester l’irreductibilite et factoriser 
sur F p ). 

On se donne la liste 

L = (x 7 + 2x 5 + 1, x 8 + 2x 5 + 1, x 9 + x 4 + x 3 + 5x 2 + 11, x 4 + 3x 2 + 7x + 4, 
x 6 + 2x 3 + 4x 2 + 15, x 7 + x + 1). 

- Appliquer le critere par reduction du TR.VIII.B : pour quels polynomes 
de la liste L peut-on conclure a l’aide des premiers p inferieur a 20 (ob- 
tenus par exemple via select (isprime ( [$1 . . 20] ) ) ? On ecrira une pro- 
cedure testl : =proc (f ) que l’on appliquera aux elements de la liste. 

- Ecrire une procedure test2:=proc(f) renvoyant la liste des degres des 
facteurs dans la decomposition en irreductibles sur F p , pour les diffe- 
rents p premiers inferieurs a 20 tels que cette decomposition soit sans 
facteur carre (et que p ne divise pas le coefficient dominant de P). Peut- 
on conclure, a l’aide de ces renseignements, pour tous les cas non tranches 
par le test precedent ? 

Proposer un argument pour le cas restant. 

La factorisation des polynomes sur Q[x] est possible par des methodes modu- 
laires grace au theoreme suivant (consulter [20] pour une preuve) : 

Theoreme 1. Soit P = QR avec P = Yli a i xl > Q = e t R d es polynomes 

de Z[x\. On note d le degre de Q et ||P|| la norme euclidienne de P, e’est-a- 
dire ||P|| = {J2i\ a i\ 2 ) 1/2 ■ Alors M < (?) Ill’ll - 
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Soit alors M = ||P|| sup 1 <g d <g deg (p) / / 2 su Pi^i^d (i) j appelee borne de Mignotte 
(ou toute autre constante dont l’on sache que si Q est un diviseur non trivial de 
P, alors les coefficients de Tun parmi Q et P/Q sont majores en valeur absolue 
par M). Choisissons un nombre premier p > 2 M ne divisant pas le coefficient 
dominant de P et tel que la reduction P modulo p soit sans facteur carre. On 
ecrit la decomposition P = A]/[' =1 Pi en irreductibles dans F p [x] (oil A designe le 
coefficient dominant de P). 

Si S est un sous-ensemble de { 1 , . . . , r} , on note P$ le polynome congru a 
modulo p dont tous les coefficients sont compris entre —pj 2 et p/2 (choi- 
sir les representants de Z/pZ symetriques par rapport a 0, que l’on obtient en 
MAPLE avec l’operateur mod en definissant au prealable mod: = ‘mods'). Si P n’est 
pas irreductible, il s’ecrit P = XQR et on a done QR = U(=i P: mod p. II 
existe done une partition de {1,... , r} en deux sous-ensembles I et J tels que 
Q = Pj mod p et R = Pj mod p. L’un des deux, par exemple Q, est de degre 
deg(Q) ^ deg(P)/2. En vertu du theoreme precedent et du choix de p, Q est egal 
a Pj dans Z[x\. 

Autres commandes Maple utiles : 

floor (partie entiere), binomial, norm(f,2) (pour calculer ||/||), 
convert (S, < * < ) (pour multiplier entre eux tous les polynomes de la liste S'); 
enfin, si S est une liste de polynomes, combinat [choose] (S,i) renvoie la liste 
des parties de S a i elements. 

10. Ecrire une procedure trouve_p: =proc(f ) renvoyant un nombre premier (de 
preference le plus petit) superieur strictement a 2 fois la borne de Mignotte, ne 
divisant pas le coefficient dominant de / et tel que P soit sans facteur carre. 

Traiter les exemples suivants : 

P = x 6 + 2x 3 + 4x 2 + 15, P = x 9 + x 6 + x 5 — 2x 4 — 2x — 2. 

On determinera p puis l’on testera la divisibilite par des Ps, avec S de cardinal 
1, puis 2, 3, etc., jusqu’a |S|/2. Lorsqu’un facteur non trivial Q = Ps est 
obtenu, ne pas oublier d’eliminer les indices correspondants de S avant de 
recommencer avec P/Q. En deduire la factorisation en irreductibles dans Q[x] 
de ces polynomes. 

11. Ecrire une procedure FactQ : =proc (P) renvoyant la decomposition en produit 
d’irreductibles dans Q[x]. On automatisera les calculs de la question prece- 
dente, la decomposition modulo p etant obtenue via Factors (P) mod p. On 
eliminera d’emblee les cas triviaux on P est de degre inferieur ou egal a un, 
cas oil la borne de Mignotte n’est pas definie. 
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TP.IX.B. Les quaternions de Hamilton 

Ce TP propose une construction geometrique du corps (non commutatif) H 
des quaternions de Hamilton. On y etudie la structure algebrique de HI, puis l’on 
interprete geometriquement l’action de H x par automorphisme interieur sur EL 
II en resulte un isomorphisme entre S 03 (M) et le quotient H x /M x . Cela permet 
d’interpreter algebriquement la composition de deux rotations de l’espace, de ma- 
niere similaire au cas de la dimension 2, ou il est bien connu que la composition 
de rotations correspond au produit de nombres complexes de norme 1. Telle etait 
d’ailleurs l’une des motivations a Pintroduction des quaternions par Hamilton. 

Ce TP reprend et complete une partie des notions rencontrees au cours du 
TR.IX.B : on regarde les coordonnees cartesiennes comme des variables formelles 
et on donne des preuves analytiques formelles de certains resultats demontres au 
papier-crayon dans le theme de reflexion (notamment Passociativite du produit 
des quaternions et la description des automorphismes interieurs comme rotations 
de l’espace E ). Une telle methode, sans l’aide de l’ordinateur pour effectuer les cal- 
culs, serait fastidieuse. Cependant, MAPLE travaillant dans des corps de fractions 
rationnelles, il s’agit d’etre rigoureux lorsque Pon evalue en des reels donnes. 

On rappelle que Pensemble HI des quaternions de Hamilton est Pensemble des 
couples (r, u) E M x E, ou E designe Pespace euclidien oriente de dimension 3. 

On dit que r est la composante reelle et u est appelee composante quaternionique 
pure. L’ensemble HI herite de maniere canonique d’une structure d’espace vectoriel 
de dimension 4 sur le corps des reels. Apres identification naturelle de M et E avec 
des sous-espaces de HI, on note HI = M © E. Choisissant une base orthonormee 
directe ( i,j,k ) de E, ainsi identifie a M 3 , et avec les identifications precedentes, 
tout quaternion s’ecrit q = r + xi + yj + zk. 

On definit le conjugue q* du quaternion q = ( r,u ), sa norme N(q) et sa trace 
Tr{q) comme suit : 

q* = (r,—u), N(q) = qq* = r 2 + ||u|| 2 , Tr(q) = q + q* = 2r. 

D’autre part, on munit HI d’une multiplication notee • par la formule suivante : 

(r, u) ■ ( s , v) = ( rs — u.v, rv + su + u Av). 


Remarques concernant la manipulation des vecteurs et matrices sous 
MAPLE : nous utiliserons la librairie LinearAlgebra de MAPLE (faire 
with(LinearAlgebra) ;). Les operations sur les vecteurs s’effectuent avec les com- 
mandes VectorAdd, VectorScalarMultiply. 
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Les produits scalaire et vectoriel de deux vecteurs <71 et (72 s’obtiennent respective- 
ment par DotProduct(ql,q 2 ,conjugate=false) et CrossProduct (ql,q 2 ) (l’op- 
tion conjugate=f alse est necessaire car MAPLE travaille par defaut avec des 
espaces hermitiens). 

La norme ||u|| s’obtient par VectorNorm(u, 2 ,conjugate=f alse). 

Utilisant la syntaxe concise de la librairie LinearAlgebra, on peut definir le 
vecteur par <x,y,z>. Un quaternion q = r + xi + yj + zk sera done represente 
sous Maple par la liste q : = [r , <x , y , z>] . 


US' Remarques concernant la simplification des expressions sous MAPLE : la 
fonction normal permet de comparer deux expressions symboliques en les in- 
determinees x±,...,x r via la « representation normale des expressions ration- 
nelles ». Lorsque / E Q(xi, . . . , x r ), la commande normal(f) renvoie un quo- 
tient de deux polynomes premiers entre eux (on divise par le pged dans l’anneau 
factoriel Q[xi, . . . ,x r ]) et trie les monomes selon un ordre specifique. L’ordre de 
MAPLE est un peu surprenant au premier abord ; on peut demander l’ordre du 
degre lexicographique en appliquant par la suite la commande ord). Pour simpli- 
fier les coefficients d’une matrice M (ou d’un vecteur, ou d’une liste de vecteurs, 
etc.), on est amene a combiner cette fonction avec l’operateur Map comme suit : 
Map (normal, M). MAPLE met alors chaque coefficient sous forme normale, ce qui 
permet la comparaison. Parfois, on a recours a Map(simplify,M), mais il est 
difficile de voir clair dans les multiples regies de simplification appliquees par 
MAPLE. S’il s’agit uniquement de simplifier des racines carrees, on peut appliquer 
Map (simplify [sqrt] ,M) qui est une commande moins obscure. 

La commande simplify (expr, trig) fait appel a la regie de simplification 
trig (consulter au besoin l’aide en ligne) afin de simplifier l’expression expr. 
Tester egalement la commande combine (expr, trig). 

Enfin, il peut etre utile de remplacer dans une expression expr une sous- 
expression exprl par expr2 : on utilise pour cela subs (exprl=expr2 , expr) 
ou la commande plus elaboree algsubs (expr l=expr2, expr). Par exemple, 
subs({x=0,y=l}-,x~2+y~2+z~2) ou encore algsubs (a+b=l , a-b) . Noter, sur le 
second exemple, qu’on a le choix entre 2 a — 1 ou — 26+1 et MAPLE donne aleatoi- 
rement l’une ou l’autre de ces reponses. Si l’on specifie algsubs (a+b=l , a-b, [a] ) , 
MAPLE effectue la division euclidienne de a — 6 par a + 6 dans Q(6)[a] et en renvoie 
le reste, en l’occurence — 26 + 1. 
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Structure algebrique de El 

1 Ecrire des fonctions Hadd(ql , q2) , Hscal (lambda, q) et Hmul (ql , q2) calculant 
respectivement q\ + q 2 , A q et q\.q 2 (ou q,qi,q 2 G H et A E M). Tester sur 
des exemples de votre choix. Quels axiomes de la structure de M-algebre sont 
verifies par H de faqon evidente? En fait, seule l’associativite du produit pose 
quelques difficultes que nous surmonterons plus loin. 

2. Ecrire une fonction egal?(ql,q2) renvoyant true ou false selon que q\ = q 2 
ou non. Notant e = 1, la structure multiplicative sur la M-algebre H est done 
definie par les produits de deux elements de la base (e, i,j, k ) de H (par linea- 
rite). Verifier que e est l’unite de H et que les relations suivantes sont verifiees : 
i 2 = j 2 = k 2 = — e, i.j = —j.i = k, j.k = —k.j = i. k.i = —i.k = j. 

3. On desire demontrer que le produit des quaternions est associatif. Pour 
cela, on utilise des variables formelles et Ton definit des quaternions 
qi: = [ri,<xi,yi,zi>] pour i = 1,2,3. Mathematiquement, ce sont trois ele- 
ments de W(<Q)[ri, Xi,yi, Zi]l ^ i ^ 3]), ou, pour tout anneau commutatif A, 
H(j 4) designe le A-module libre A 4 de base ( e,i,j,k ) muni d’une structure de 
^4-algebre par les relations de la question precedente. Calculer resi = q\ ■{q 2 -q , i) 
et res 2 = (qi-q 2 )-Q 3 - Q ue donne egal?(resl , res2) ? Reiterer apres mise 
sous forme normale. Cela demontre l’associativite de la multiplication dans 
H = H((Q)[rj, Xi, i/i, zf, 1 ^ i ^ 3]), done dans H = H(M) apres application du 
morphisme d’evaluation El — > El en un 12-uplet de reels quelconques. 

Pour s’entrainer a ce type de raisonnement, demontrer formellement la distri- 
butivite de la multiplication par rapport a l’addition. 

4 En exploitant l’analogie avec les complexes, ou l’inverse s’exprime z _1 = |4^, 
demontrer que tout quaternion q non nul est inversible pour la multiplication : 

El est done un corps non commutatif. Puis ecrire des fonctions Conj , N et Inv 
renvoyant respectivement le conjugue, la norme, et l’inverse d’un quaternion. 
Noter que la conjugaison est un anti-automorphisme de El ( i.e . elle est M- 
lineaire et verifie {q\ 52 )* = Q 2 Q 1 ) c[ ue l a norme N : EI X — >]0,+oo[ est un 
morphisme de groupes. 

5, On s’interesse au groupe non abelien (EI X , •). Soit q un quaternion fixe ; deter- 
miner le centralisateur Z q de q, e’est-a-dire le sous-groupe de EI X constitue des 
quaternions h qui commutent avec ql Quel est le centre Z de EI X , e’est-a-dire 
le sous-groupe constitue des quaternions qui commutent avec tous les elements 
de EI X ? 
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Quaternions et groupe orthogonal 


On s’interesse maintenant a Taction de H x sur H par automorphismes inte- 
rieurs : autrement dit, on s’interesse aux applications (j) q : H — » H, h *—> qhq _1 , 
ou q appartient a H x . 


6 , Ecrire vine procedure phi : =proc (q,h) renvoyant (f> q {h) (et un message d’er- 
reur si q = 0). Verifier avec MAPLE (a Taide de la commande subs) que 
4>q |r = Id« et que E est laisse stable par 4> q . En comparant Tr(cf) q (h )) et 
Tr(h), retrouver au papier-crayon cette derniere assertion. 

7 Demontrer que p : q i— ► (j) q \e definit un morphisme p : H x — > Oa(M) de 
noyau M x . Determiner le sous-espace des points fixes de p(q) = (j) q \e- En 
deduire que p(q) est une rotation d’axe Mu, ou Ton a pose q = ( r,u ), et 
d’angle 9 q que Ton determinera plus loin en fonction de q. 


Ecrire la matrice de p(q) dans la base ( i,j,k ). Verifier avec MAPLE 
qu’il s’agit bien d’une matrice orthogonale de determinant 1. On posera 
q: = [r,<a,b,c>] et Ton travaillera dans Q[r, a, b, cj. 

8. Determiner une base orthonormee directe B = (111,112,113) de E dont le 
premier vecteur est u± = jj^jr. Enfin, donner la matrice M q de p(q) dans la 
nouvelle base B. On effectuera les calculs avec MAPLE en notant qu’il s’agit 
d’un changement de base dans un ii-espace vectoriel, ou K est une extension 
de corps de Q(r, a, b, c) obtenue en « rajoutant » ||u|| = \J o? + b 2 + c 2 et 
une seconde racine pour la construction de U2 • Ce changement de base a-t-il 
toujours un sens dans le M-espace El 


9. Soit q' = 


; que dire de 4 > q et cf) q ’ 1 En deduire que Ton peut supposer 


y/NU) ’ ^ Yq ‘ 

N(q ) = 1. Sous cette hypothese, verifier que la matrice M q se reecrit 


M q 


• 1 


0 


0 


0 2r 2 — l -2rVl ~ 

-0 2r\/l— r' 2 2r 2 — l 


En deduire que cos 9 q = 2 r 2 — 1 et sin 9 q = 2 r\Jl — r 2 . Posant r = cos t 
et \\u\\ = sint, quelle relation lie t et 9 q l Si Ton choisit d’effectuer la sub- 
stitution r = cos t et les simplifications d’expressions trigonometriques avec 
MAPLE, il est utile d’indiquer au systeme de calcul formel que t £ [0, 7r] avec 
la commande assume (t>=0,t<=Pi). Finalement, demontrer que les groupes 
H x /M x et SOa(M) sont isomorphes. 

10. Caracteriser la rotation p\ = p(j). Reciproquement, determiner c/2 tel que 
P2 = p{q2) soit une rotation d’angle ^ et d’axe M(x + j). Enfin, caracteriser 
la composee p± o p 2 - 
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X 


X-MORPHISMES ET GROUPE DE GALOIS 

D’UNE EXTENSION 


L’idee fondamentale et profonde de Galois a ete d’associer a chaque equa- 
tion f(X ) = 0, ou f(X ) E AT[X], un groupe dont la structure permet de de- 
cider de la resolubilite par radicaux, ou non, de l’equation. Les elements de ce 
groupe permutent les racines de l’equation en laissant invariants les coefficients. 
Cette construction peut etre generalisee a n’importe quelle extension L/K : c’est 
la notion de AT-automorphisme de L. qui conduit au groupe de Galois de 
l’extension. 

Cette notion est si importante - par exemple par les relations qu’elle donne 
entre le degre de l’extension et l’ordre du groupe de Galois, ou encore celles 
qu’elle induit entre les corps intermediaires de l’extension et les sous-groupes 
du groupe de Galois - que nous lui consacrons un chapitre, si court soit-il. Nous 
la suivrons tout au long des chapitres suivants et nous verrons comment des 
proprietes supplementaires sur les extensions se traduisent au niveau de Faction 
du groupe de Galois. 

X.l. -morphismes 


Definitions X.l. . Soient E/K et F/K des extensions. 

a) On appelle A'-morphisme de E dans F, un morphisme de corps 
/ : E — » F qui prolonge l’identite de K (i.e. f\x = idfc)- 

b) Un A'-morpliisme bijectif est un AT-isomorphisme. 

c) Un A'-morpliisme de E dans lui-meme est un AT-endomorphisme de E. 

d) Un AT-endomorphisme bijectif est un AT-automorphisme. 


Chapitre X. A-morphismes et groupe de Galois d’une extension 


Exemples X.1.1. 

a) La conjugaison complexe est un M-automorphisme de C. 

b) L’application a : (Q)(\/2) — * (Q)(\/2) definie par <j(a + by/ 2) = a — by/ 2 est 
un Q- au t orrio r p hi s me de Q(\/2)- 

Renmques X.1.1. 

a) Si E/K et F/K sont des extensions, un A-morphisme de E dans F est 
un morphisme de A-algebres. En particulier, c’est un morphisme de A-espaces 
vectoriels. 

b) Nous avons rappele (exercice VIII. 7) qu’un morphisme de corps est toujours 
injectif. II est done bijectif si et seulement s’il est surjectif. 

c) Soient E/K e t F/K des extensions, / un K -morphisme de E dans F, alors 
f(E) est un sous-corps de F isomorphe a E. On peut done considerer que F est 
une extension de E. 

d) Si E/K est une extension finie, tout A-endomorphisme de E est un 
A-automorphisme, puisque c’est un endomorphisme injectif d’un espace vecto- 
riel de dimension finie. 

e) Si E = A(a) (ou, plus generalement, E = A(ai, . . . , a n )), tout 

A-morphisme f de E dans une extension F/K est entierement determine par 
la donnee de /(a) (ou, plus generalement, par la donnee de . . . , f(a n )). (Le 

justifier en utilisant le fait que tout element de A(a) est une fraction rationnelle 
en a et que / est injectif.) 

f) Soient E/K une extension et P(X) £ A'[V] un polynome dont les racines 
sont dans E. Si / est un AT-endomorphisme de A et si a £ A est une racine de 
P(X), il est clair, puisque / laisse invariant les coefficients de P(X), que f(a ) est 
aussi racine de P(X). Autrement dit, dans cette situation, tout K - aut ornor phisrne 
de A opere sur les racines de P(X) coinme une permutation. Par consequent, si 
A = K(ai, . . . , a n ), ou a±, . . . ,a n sont les racines d’un polynome P(X) £ K\X], 
d’apres la remarque precedente, tout A-automorphisme de A peut etre identifie 
a un element du groupe S n . 

X.2. troupe de Galois 

Proposition X.2.1. Soit E/K une extension. L ’ensemble des A -automorphismes de 
A est un groupe pour la composition des applications. 
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X.2. Groupe de Galois 


Demonstration. II est tres facile de verifier que l’ensemble Aut(E) des automor- 
phismes de corps de E est un groupe pour la composition des applications. On 
verifie que l’ensemble des Ji-automorphismes de E est un sous-groupe de Aut(E). 

□ 

Pour cette raison, dans la suite de ce livre, nous ecrirons les compositions de 
A"-automorphismes d’une extension de K sous forme de produit, en omettant le 
signe de composition. 


Definition X.2. . Si E/K est une extension, on note Gal(E / K) le groupe (pour 
la composition des applications) des A-automorphismes de E et on l’appelle 
le groupe de Galois de l’extension E/K. 


Exemples X.2.1. 

a) Les M-automorphismes de C sont l’identite ou la conjugaison complexe, 
d’ou Gal( C/M) ~ Z/2Z. 

b) On pose a = (Le. a G M, a 3 = 2). Alors un Q-automorphisme s 
de Q(a) verifie s(a) 3 = s(a 3 ) = s( 2) = 2, done s est l’identite de Q(a). On a 
Gal(Q(\^2)/Q) = {1}. 

c) On pose a = e 2i7r / 5 : un Q-automorphisme s de Q(a) verifie s(a) 5 = s(a 5 ) = 

s(l) = 1, done s(a) est une racine cinquieme de l’unite, s(a) = a, a 2 , a 3 , a 4 (on 
ne peut avoir s(a) = 1). Si on note Sj le Q-automorphisme de Q(o) engendre par 

Si (a) = a\ i = 1, 2, 3, 4, et si on note x = a + ba + ca 2 + da 3 + ea 4 un element 

generique de Q(a) (cette ecriture sera rigoureusement justiliee au chapitre XI), 
on a 

si(x) = x, 

S 2 {x ) = a + da + ba 2 + ea 3 + ca 4 , 

S 3 {x) = a + ca + ea 2 + ba 3 + da 4 , 

S 4 (x) = a + ea 4 + da 2 + ca 3 + ba 4 . 

En ecrivant la table de composition de ces elements, on voit que 
GaZ(Q(a)/Q) ~ Z/4Z (engendre par S 2 ). 

Exercice X.l. 

1. Soient K un corps et P son sous-corps premier. Montrer que Gal(K/P ) = 
Aut(K). 

2. Montrer que GaZ(M/Q) = {1}. (Indication : utiliser le fait que tout nombre 

reel positif est un carre dans M.) 
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3. Montrer que (J n>1 Q(2 1//n ') est une extension de Q et que 


Gal J Q(2 1 /«)/Q | = {id}. 

\n^ 1 

(Indication : on pourra commencer par etudier le cas Q(2 1/,n )/Q.) 


X.3. Degre d’une extension et ordre du groupe 
de Galois 

Theoreme X.3.1. Soient K et L deux corps. Toute famille de morphismes de corps 
de K dans L, distincts deux a deux, est lineairement libre sur L. 


Demonstration. II suffit de montrer que pour toute famille finie m,...,u n de mor- 

n 

phismes distincts deux a deux, l’egalite ^2 XjUi = 0, A* G L, implique A j = 0, 

i— 1 
n 

i = 1 , ... ,n. Considerons une expression A iUi = 0 telle que tous les \ soient 

i= 1 

non nuls et que n soit minimal pour cette propriete. Puisque u\ ^ u n , il existe 
y / 0 G K tel que u\(y) / u n (y). Alors : 

n n 

Vx e K, 0 = a i u i( x V ) = \iUi(x)ui(y). 

i = 1 i— 1 

On en deduit que : 

n n n 

0 = Ui(y) ^2 \Ui( x ) - ^2 ^ i u i( x ) u i(y ) = ^i( u i( x ) u i(y) - Ui{x)Ui(y)). 

i= 1 i=l i= 2 

Dans cette expression, le coefficient de u n {x) est \ n {u\(y) — u n {y)), qui est non 
nul. D’ou la contradiction avec la minimalite de n. □ 

Proposition - Definition X.3.1. Soient E un corps et G un groupe d’automorphismes 
de E. L’ensemble E G des elements de E invariants sous I’action de G, 

E g = {x € E, Vs G G, s(x) = x} 
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est un sous-corps de E, appele le corps des invariants de G. On note aussi ce 
corps Inv(G). □ 


X.3. DEGRE D’UNE EXTENSION ET ORDRE DU GROUPE DE GALOIS 


Theoreme X.3.2. Soient K un corps, G un sous-groupe fini du groupe des automor- 
phismes de K, Kq le corps des invariants de G. Alors K/Kq est une extension 
telle que [K : Kq] = |G|. 

Demonstration. Soit n l’ordre de G et notons G = {g\ = 1, g 2 , ■ ■ ■ ,g n }- Supposons 
que [K : Kq] = m < n et soit {x\, . . . ,x m } une base de K sur Kq. Le systeme 
d’equations g\ (xj ) y\ + . . . + g n (xj)y n = 0,j = 1 , . . . , m, ayant plus d’inconnues 
que d’equations, a une solution z ±, . . . , z n dans K, les z\, i = 1 , ,n etant non 
tous nuls. On obtient done une combinaison lineaire des gt, 1 ^ i ^ n, nulle sur la 
base. On en deduit que la famille g, . i = 1 , ,n, de morphismes distincts de K 
dans K est liee, ce qui est en contradiction avec le theoreme (X.3.1). D’ou m ^ n. 

Supposons que la dimension du iLo-espace vectoriel K soit strictement supe- 
rieure a n. II existe une famille {xi, . . . , x n + 1 } d’elements de K , libre sur Kq. Pour 
les memes raisons que ci-dessus le systeme d’equations 

9j(xi)yi + ... + gj(x n+ i)y n+ i = 0, j = l,...,n 

admet une solution non triviale (zi, . . . ,z n . (_i). On peut supposer que z±, . . . ,z r 
sont non nuls, z r+ i = . . . = z n +i = 0, et que r est minimal pour cette propriete. 
On a alors 

9 j(xi)zi + . . . + gj(x r )z r = 0, j = 1, . . . , n. (X.l) 

Soit g un element de G. On a : 

ggj(xi)g(zi) + . . . + ggj(x r )g(z r ) = 0, j = 1,. . . ,n. 

Mais, si j varie de 1 a n, les elements ggj parcourent G et le systeme ci-dessus 
s’ecrit 

9 j(xi)g(z 1 ) + ... + g j (x r )g(z r ) = 0, j = l,...,n. (X.2) 

D’ou, en multipliant (X.l) par g(z\) et (X.2) par z i, on obtient par soustraction, 

g j (x 2 )(z 2 g(z 1 ) - g(z 2 )zi) + . . . + gj(x r )(z r g(zi) - g(z r )z 1 ) = 0. 

Ceci est un systeme d’equations analogue a (X.l), avec un nombre de termes 
strictement inferieur a r. Tous les coefficients sont done nuls, ce qui est equivalent a 

Vg &G, Mi = 1, . . . ,r, ZiZ f 1 = g{zi,z f 1 ), 

et done, z\z ~^ 1 appartient a Kq. Autrement dit, il existe u\, . . . ,u r dans Kq et k 
dans K tels que z\ = kut, i = 1, . . . , r. D’ou, pour j = 1, on tire de (X.l) que : 

x\ku\ + . . . + x r ku r = 0, 


267 


Chapitre X. A'-morphismes et groupe de Galois d’une extension 


d’ou : 

x\U\ + . . . + x r u r = 0, 

avec u\,...,u r non tous nuls. C’est en contradiction avec le fait que {mi , . . . , ® n +i} 
est libre sur A'o- D’ou [K : A'o] = n =| G |. □ 

Comllaiw X.3.1. Soient E/K une extension finie et H un sous-groupe fini de 
Gal(E/K). Alors [E H : K] = [E : K\/\H\. 


Demonstration. On a : 

[. E h :K} = [E: K]/[E : E h ] = [E : K}/ \ H \ . □ 

Exewice X.2. Soient K un corps de carateristique nulle et K(X) le corps de 
fractions rationnelles a coefficients dans K. Montrer que le groupe de Galois 
G = Gal(K(X)/K ) est infini et que le corps des invariants de G est K. 

X.4. Corps intermediaires et sous-groupes du groupe 
de Galois 

Soient I\ un corps, E/K une extension et G = Gal(E/K). 

Soit L un corps intermediaire entre K et E, K C L C E. On lui 
associe G(L) = Gal(E/L). Puisque tout L-automorphisme de E est un K- 
automorphisme, il est clair que G(L) est un sous-groupe de G. De plus, si L' 
est un autre corps intermediaire, tel que L C L' , alors G(L) D G{L'). 

Soit Ed un sous-groupe de G. II est clair que E H contient K , done E H est un 
corps intermediaire, K C E H C E. De plus, si H' est un autre sous-groupe de G , 
tel que EL C H' , alors E H D E H ' . 

En resume, si on note K,(E / K) l’ensemble des corps intermediaires entre K 
et E, et G(G) l’ensemble des sous-groupes de G, on a deux applications decrois- 
santes (pour la relation d’ordre definie par l’inclusion) 

&-.K.{E/K) — >Q{G), L i — >Gal(E/L) 

: G(G) — >JC{E/K), H i — > E H . 

De plus, pour tout L e JC(E/K) et tout H E G(G), on a 

LcE Gai{E/L) et H c Gal(E/E H ). 

Autrement dit, on a f C f o ^(-b) et EL C o 
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X.4.1. Question 

Les applications <t> et 4/ sont-elles des applications bijectives, reciproques l’une 
de 1’ autre? 

Les exemples ci-dessous montrent que c’est possible, mais que ce n’est pas 
toujours vrai. 

Exemples X.4.1. 

a) On considere le polynome f(X ) = X 4 — 4X 2 — 5 de Q[X]. On a 
f(X) = ( X 2 + 1)(XT 2 — 5), dont les racines sont i, —i, y/E, — y/E : on se place 
done dans Q(i,y/E). D’apres la decomposition de f(X) donnee ci-dessus, un 
Q-automorphisme de Q(i,y/ 5) envoie i sur i et y/E sur y/E. Par consequent, le 
groupe Gal(Q(i,y/E)/Q) a quatre elements, chaque element distinct de l’identite 
etant d’ordre 2. On a done Gal(Q(i, y/E) /Q) — Z/2Z x Z/2Z. Notons sq — iden- 
tity, si, s 2, S3 les Q-automorphismes definis par so(i) = i, so(y/E) = \/E ; si(i) = i. 
si{VE) = -y/E; s 2 {i) = -i, s 2 (y/E) = y/E; s 3 (i) = -i, s 3 (y/E) = -y/E. 

Les sous-groupes de G = Gal(Q(i, y/E)/Q) sont Hq = {so}, Hi = {so,si}, 

H 2 = {so; £>2 } , H 3 = {so) S3} et G. D’autre part, on verifiera que les corps inter- 
mediaires sont Lo = Q(*, a/5), Li = Q(i), L 2 = Q(y/E), L 3 = Q(i\/5), L 4 = Q. 

II est facile de verifier que Lj = Q(i, y/E) Hj et Gal(Q(i, y/E)/Q(i, y/E) Hj ) = Hj, 
j = 0, ... ,4. Par consequent, pour l’extension Q(i,vn)/Q, les applications et 
^ ci-dessus sont bijectives et reciproques l’une de l’autre. 

b) Pour 1’ extension (Q }(i, v^2)/Q, on montre que $ n’est pas injective en veri- 

fiant que 3>(Q(*)) = v^2)) et que 4/ n’est pas surjective, car Q(i) n’est pas 

dans 1 ’image de 4 g 

La theorie de Galois (c/. chapitre XIV) montre que, sous certaines hypotheses 
sur l’extension E/K , la reponse a la question X.4.1 est positive. 

Cependant, en toute generality, on a les proprietes suivantes. 

Pmposition X.4.1. Soient E/K une extension et G = Gal(E/K). 

(i) Soient L un corps intermediaire et s un K -automorphisme de E. Alors 
4>(s(L)) = s$(L)s- 1 . 

(ii) Soient H et H' deux sous-groupes de G et s £ G tels que H' = sHs ~ 1 . 
Alors V(H') = s(V(H)). 

Demonstration, (i). Posons L' = s(L),g G Gal(E/L),y G L' . Alors y = s(x),x G 
L. D’ou : 

sgs~ 1 (y) = sg(x) = s(x) = y, 
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i.e. s&(L)s 1 C < 5(L / ). De la meme maniere, s 1 $(L / )s C d>(L). Done 
$(!/) C s<I>(L)s _1 , d’ou l’egalite. 

(ii). Soient x E ^f(H) et t E H. Alors sts _1 (s(x)) = s(t(x)) = s(x). Done 
s(x) E et s(^(/f)) C 'Z'(H'). D’autre part, soit y E VE^-H 7 ), i.e. 

Vi € H,sts~ 1 (y) = y. 

On pose x = s^ 1 (y ) ; alors s(t(x)) = y = s(x). Comme s est un isomorphisme, 
on en deduit que t(x) = x, d’ou y E s(^f(H)). On a done 'i’(H') C d’ou 

l’egalite. □ 
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XI 


EXTENSIONS ALGEBRIQUES 
EXTENSIONS TRANSCENDANTES 


Comme cela a ete rappele dans T introduction du chapitre IX, l’un des objectifs 
de la theorie des corps est la resolution des equations polynomiales. Inversement, 
on peut se poser la question suivante : etant donnee une extension L/K , tout 
element de L est-il racine d’un polynome a coefficients dans K ? Si la reponse 
est affirmative, on dit que l’extension L/K est algebrique. C’est par exemple le 
cas de l’extension C/M. Par contre, ce n’est pas le cas de l’extension M/Q puisque 
Liouville en 1844, Hermite en 1873, Lindemann en 1882 ont, respectivement, mon- 
tre que les nombres reels ^ n>0 10 _n! , e, 7r, sont irrationnels ( i.e . n’appartiennent 
pas a Q) et sont transcendants sur Q (i.e. ne peuvent etre racine d’un polynome 
a coefficients dans Q). On dit que l’extension M/Q est transcendante. 

D’apres ce qui precede, on remarque que l’extension C/Q est une extension 
algebrique d’une extension transcendante de Q. 

L’objet de ce chapitre est d’introduire et d’etudier les extensions algebriques 
ou transcendantes et de montrer que la remarque ci-dessus correspond a une 
situation generale. 


XI. 1. Extensions algebriques 


Definition XI.1.1. Soit E/K une extension. Un element a de E est algebrique 
sur K s’il existe P(X) £ K[X ] tel que P(a ) = 0. 


Considerons K(a ), l’extension de K obtenue par adjonction de q a K, et le 
morphisme d’anneaux ip : A”[X] — > K(a ) defini par <p(X) = a. Alors, dire que a 


Chapitre XI. Extensions algebriques - extensions transcendantes 


est algebrique sur if est equivalent a dire que le noyau Ker(<^) de (p est non nul, 
on encore que les elements a 71 (n G N) sont lineairement dependants sur if. 

Theoreme XI.1.1. Soient E/K une extension et a G E un element algebrique 
sur K . 

(i) II existe un unique polyndme irreductible unitaire M a (X) G if [A] tel que 
M a (a) = 0. 

(ii) Tout polyndme P(X) G If [A”] tel que P(a) = 0 est divisible par M a {X). 

(iii) Le corps if (a) est isomorphe a if [A]/(M a (A)) et [if (a) : K] est egal au 
degre du polyndme M a ( X). En posant ce degre egal a n, les elements 1, a, ... , a"' 1 
forment une base du K-espace vectoriel if (ct). 


Demonstration. On a Im((p) — K[X\/ Ker(ip) ; puisque l’anneau if [A] est prin- 
cipal, 1’ ideal Ker(ip) est engendre par un polynome P(X). Puisque Im(<p) est 
contenu dans E, c’est un anneau integre. par consequent 1’ ideal (P(X)) est pre- 
mier. II est done engendre par un polyndme irreductible, qui est unique si on le 
suppose unitaire. Soit M a (X) ce polyndme. Puisque M a (X) est irreductible et 
if[X] est principal, l’ideal Ker(ip) est maximal, done Im(<p) est un corps conte- 
nant if et a, Im(<p ) = if (a). On a 

dim K (K[X]/(M a (X))) = deg(M a ( A)) 


et l’isomorphisme 

if [A]/ (M a (X)) — > if (a) 

envoie la base 1, A, . . . , A" de if [A]/(M a (A)) sur 1, a, . . . , a n— 1 . □ 


Definitions XL 1.2. Avec les notations ci-dessus, le polyndme M a { A) est appele 
le polyndme minimal de a sur if. L’entier deg(M a ( A)) = [if (a) : if] est 
appele le degre de a sur if. 


Exewice XI. 1. Soient E/K une extension et un element a de E. Montrer que les 
assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) a est algebrique sur if. 

(ii) Le corps if (a) est isomorphe a if [a]. 

(iii) if [a] est un if-espace vectoriel de dimension finie. 
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Exercice XL2. 

1. Soient E/K une extension de degre n et x un element de E. Montrer que 
le degre du polynome minimal de x sur K divise n. 

2. Soient K un corps, E/K une extension et x un element de E algebrique de 
degre impair sur K. Montrer que x 2 est algebrique sur K et que K(x 2 ) = K(x). 

3. Soient K un corps, E/K une extension, a et (3 des elements de E algebriques 
sur K, M a (X) et Mp(X) leurs polynomes minimaux respectifs. Montrer que si 
les degres de M a (X) et Mg (A”) sont etrangers, alors Mg( A) est irreductible dans 
K(a)[X}. 

Definition XI. 1.3. Une extension E/K est algebrique si tout element de E est 
algebrique sur K. 

Proposition XI.1.1. Une extension finie est algebrique. 

Demonstration. Soient E/K une extension finie et a E A; puisque 
dimK(K(a )) ^ dim-xiE), il existe un entier n tel que 1, a, ...,a n soient li- 
neairement dependants. II existe done des elements ao,...,a n de K tels que 
ao + ■ ■ ■ + a n a n = 0. Autrement dit, il existe un polynome P( A) E AT [A] tel 
que P(a) =0. □ 

Attention. La reciproque est fausse (cf. theoreme XI. 1.3 ci-dessous). 
Proposition XI.1.2. Soient E/K une extension algebrique. Alors 

Card(E) ^ Card(K[X } x N). 

Demonstration. Soit T = {(P, a) \P E A" [A], a E E et P(ot) = 0}. L’application 
r — > AT [A] definie par (P, a) i— > P est telle que l’image reciproque de tout 
element de A" [A] est finie, puisque tout polynome n’a qu’un nombre fini de racines. 
Done Card(T) ^ Card(K[X] x N). L’application E — > T definie par a e- (P, a), 
ou P est le polynome minimal de a, est injective. Done Card(E) ^ Card(F). □ 

Remarque XI.1. . Puisque R et C ont la puissance du continu et que Q est de- 
nombrable (done aussi Q[A]), on en deduit que R et C ne sont pas des extensions 
algebriques de Q (cf. aussi l’appendice en fin de chapitre). 

Proposition XI.1.3. Pour qu’une extension E/K soit algebrique, il faut et il suffit 
que tout anneau A, tel que K C A C E, soit un corps. 
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Demonstration. Soient E/K une extension algebrique et A un anneau tel que 
K C A C E. Tout element non nul a € A etant algebrique, le sous-anneau 
de A engendre par K et a est egal au corps K(a), done a est inversible dans A. 
Reciproquement, supposons que tout anneau A verifiant K C A C E soit un 
corps. Pour tout element a E E on a K C K[a] C E, done K\a] est un corps et 
a est inversible dans K[a] . i.e. il existe f(x) E K[X\ tel que a -1 = f(a). On a 
done af(a) — 1 = 0 , i.e. a est algebrique. □ 

Proposition XI.1.4. Soient E/K une extension et a±,...,a n E E des elements 
algebriques sur K. Alors K(a i, . . . ,a n ), le corps obtenu par adjonction a K des 
ai, i = 1, est une extension finie (done algebrique) de K. 

Reciproquement, toute extension finie de K est de cette forme. 

Demonstration. On fait un raisonnement par recurrence sur n. L’extension 
K C K(a±) est finie. Supposons que K(a i, . . . ,a n -\) soit une extension finie de 
K : puisque K(a\, . . . , a n ) = K(a±, . . . , a n -i)(a n ), K(ot\, . . . , a n ) est une exten- 
sion finie de K(a\, . . . ,a n _i), done de K. La reciproque est evidente. □ 

Theoreme XI.1.2. Soient E/K et L/E des extensions. L’extension L/K est finie 
(resp. algebrique) si et seulement si E/K et L/E sont des extensions finies (resp. 
algebriques) . 

Demonstration. Le cas des extensions finies a deja ete vu a la proposition (IX. 2.1). 
II est clair que si L/K est une extension algebrique, alors E/K et L/E sont 
des extensions algebriques. On suppose que L/E et E/K sont des extensions 
algebriques. Soit a E L : il existe des elements de E, ao,...,a n , tels que 
ao + a\a + . . . + a n a n = 0. Considerons Eq = K(ao, . . . , a n ) ; puisque les a, sont 
dans E, ils sont algebriques sur K. Par consequent, d’apres la proposition (XI.1.4), 
Eq/K est une extension finie, done Eq(oi)/K egalement, d’ou a est algebrique 
sur K. □ 

Les extensions algebriques possedent la propriete suivante, fondamentale pour 
la theorie de Galois. 

Proposition XL1. . Si E/K est une extension algebrique, tout K -endomorphisme 
de E est un K -automorphisme. 

Demonstration. Pour tout polynome P{X) E i^[X], on note Rp l’ensemble des 
racines de P(X) dans E. L’extension E/K etant algebrique, on a 

E = 1J R P . 

P(X)ei<[x] 
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Soit / un if-endomorphisme de E : la restriction de / a Rp est vine application 
de Rp dans Rp, qui est injective puisque restriction d’un morphisme de corps, 
done surjective puisque le cardinal de Rp est fini. On en deduit que / : E — > E 
est surjective. □ 

Definition XI. 1. . On appelle nombre algebrique tout nombre complexe al- 
gebrique sur (Q>. 


Theoreme XI.1. . L ’ensemble A des nombres algebriques est un corps et c ’est une 
extension algebrique de Q, de degre infini. 


Demonstration. Un nombre complexe a appartient a A si et seulement si 
[Q(a) : Q] < +oo. Soient a et (3 des elements de A : alors, 

- comme Q(— a) = Q(a), on en deduit que —a appartient a A; 

- comme Q(a + (3) C Q(a,(3) et [Q(a,(3) : Q] = [<Q>(a,/3) : Q(a)][Q(a) : Q], 
on en deduit que [Q(a + /3) : Q] < +oo, done que ( a + (3) appartient a A. 

On demontre de la riierne maniere que (a/3) et a~ l , si a / 0, appartiennent 
a A. Autrement dit, A est stable par somme, produit et inverse, e’est done un 
sous-corps de C. 

Montrons que le degre de A sur (Q) ne peut etre fini. En effet, le polynome 
X p ~ l + X p ~ 2 + . . . + X + 1, oil p est un nombre premier, est irreductible sur Q 
(cf. exemple VIII. 9.1) et toute racine a de ce polynome appartient a A. Ceci etant 
vrai pour p aussi grand que l’on veut, [A : Q] ne peut etre fini. □ 

Remarque XI.1.2. L’extension A/Q etant algebrique, d’apres la proposi- 
tion (XI. 1.2) A est denombrable. 

On remarque que tout polynome irreductible unitaire de if [X] est polynome 
minimal de ses racines dans une extension E de K (s’il admet des racines dans E ). 
Une question, importante dans la suite, est de savoir, lorsque ce polynome admet 
des racines dans E, si elles sont simples. 

Pmposition XI.1.6. Soient K un corps de caracteristique p, E une extension de K 
et a S E un element algebrique sur K . Pour que a soit racine simple de son 
polynome minimal M a (X) sur K, il faut et il suffit que M a (X) n’appartienne pas 
a K[X p \. 
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Demonstration. Pour que a soit racine multiple de M a (X), il faut et il suf- 
fit que M' a (a ) = 0, ou M' designe le polynome derive de M, done, d’apres 
le theoreme (Xl.l.l.(ii)), que M' a (x) soit un multiple de M a (X). Comme 
deg(M' a (X )) < deg(M a (X)), ceci implique que M' a (X) = 0. Mais M' a (X) = 0 
est equivalent a M a (X) E K[X P ]. En effet, si on ecrit M a (X) = Ylk a kX k , alors 
M'JyX ) = ^2 k k^X*- 1 et M' a [X ) = 0 est equivalent a kak = 0 pour tout k, i.e. 
afc = 0 pour tout k non multiple de p. □ 

Comllaine XI.1.1. Soient K un corps de caracteristique nulle, E une extension de 
K et P(X) E X[X] un polynome irreductible. Toute racine de P(X) appartenant 
a E est simple. □ 

Exencice XL3. Etude des extensions de degre deux 

1. On etudie d’abord les extensions K de degre 2 de Q, K C R. 

a) Montrer que toute extension de degre 2 de Q est de la forme Q(Vd), ou d 
est un entier relatif, d ^ 0,1, sans facteur carre. 

b) Montrer que si d et d' sont deux tels elements, avec d ^ dl , les extensions 
Q(Vd)/Q et Q(y / d')/Q ne sont pas Q-isomorphes. 

c) Soient d un entier relatif, d ^ 0,1, sans facteur carre et r E Q. Montrer que 
Q(\/d) = Q(y/r) si et seulement si r/d est un carre non nul de (Q>. 

2. Soient K un corps de caracteristique differente de 2 et L/K une extension. 

a) Montrer que [L : K] = 2 si et seulement s’il existe A E K \ K 2 et 5 E L 
tels que 5 2 = A et L = K{5). 

b) On suppose que [L : K] = 2. Deduire de ce qui precede que le groupe 
Gal(L/K) est isomorphe a Z/2Z, engendre par l’application a definie par 
a (a + b5) = a — b5. 

XI. 2. Extensions transcendantes 

Definition XI.2. . Soit E/K une extension. Un element de E qui n’est pas al- 
gebrique sur K est dit transcendant sur K. Si l’extension E n’est pas alge- 
brique, elle est dite transcendante (sur K). 
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les elements a n , n E N, sont lineairement independants sur K. Dans ce cas, 
dim^ K (a) = +oo : il en est done de meme pour dim/^ E. 
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Proposition XI.2.1. Soit K un corps. Le corps des fractions rationnelles K(X ) est 
une extension transcendante sur K . 

Demonstration. Le seul polynome de K[X\ annule par X est le polynome nul. □ 

Definition XI.2.2. Soit E/K une extension. Une famille d’elements (aj)j g / est 
dite algebriquement libre sur K si l’ideal des relations algebriques entre les 
a.i a coefficients dans K (Le. le noyau du morphisme iL[Xj]j g / — ► K{a/)i^i 
defini par X{ i — > cij, i £ I ) est nul. Si une famille d’elements de E n’est pas 
algebriquement libre sur I \ , on dit qu’elle est algebriquement liee. 

Remarques XI.2.2. 

a) La famille (aj)j g / est algebriquement libre sur K si et seulement si les 
monomes a/ 1 sont lineairement independants sur K, ou encore, si et seulement 
si la relation /(cii) = 0, ou / £ iLpQ]j g /, entraine / = 0. 

b) On en deduit que, pour qu’une famille (aj)j g / d’elements de E soit alge- 
briquement libre sur K , il faut et il suffit que toute sous-famille finie soit algebri- 
quement libre sur K. 

c) Il est clair que si (aj)j g / est une famille d’elements de E algebriquement 
libre sur K, elle est lineairement libre sur K. La reciproque est fausse, car si 
E/K est une extension algebrique, toute famille non vide (y compris une famille 
lineairement libre) n’est jamais algebriquement libre, puisque tout element de 
cette famille possede un polynome minimal. 

Definitions XI.2.3. Une extension E/K est dite extension transcendante 
pure de K s’il existe une famille (aj)j g / d’elements de E, algebriquement 
libre sur K et telle que E = it (aj)i g /. Une telle famille est appelee base pure 
de E sur I\ . 

Theoreme XI.2.1. Pour qu’une extension E/K soit transcendante pure, de base 
pure (cti)iEi, il faut et il suffit que E soit isomorphe au corps K(Xi)i^j des frac- 
tions rationnelles sur K. 

Demonstration. Si I = 0, K est une extension transcendante pure de K. Si I ^ 0, 
alors ip : K[Xi]i £ j — > K[a/\i^i definie par / i— > /(cq) est un isomorphisme, car 
surjective par definition de K\ai\i^j et injective puisque les (aj)i g / sont alge- 
briquement libres. La propriete universelle du corps des fractions d’un anneau 
integre (c/. exercice VIII.12) montre que le corps des fractions de K[a/\i^i est 
E = K(cti)i£i, d’ou K(ai)iEi — K(Xj)i & j. La reciproque est evidente. □ 
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Proposition XI.2.2. Soient E/K une extension, A et B deux parties de E. Les 
assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) AU B est algebriquement libre sur K et An B = $ 

(ii) A (resp. B) est algebriquement libre sur K et B (resp. A) est algebrique- 
ment libre sur K(A) (resp. K(B)). 

Demonstration, (i) => (ii) : Les proprieties AcAuBetAuB algebriquement 
libres sur K impliquent que A est algebriquement libre sur K. Si B est non alge- 
briquement libre sur K(A), alors il existe une famille finie (Pi)i=i,..., n d’elements 
de B algebriquement liee sur K(A ) (c/. remarque (XI.2.2.b)). D’ou, il existe un po- 
lynome non nul / G K(A)[X\, . . . ,X n ] tel que f(/3 1 , . . . ,/3 n ) = 0. En consequence, 
(par exemple en multipliant / par le produit des denominateurs des coefficients 
de /), il existe g G iL[A][Ai, . . . , X n ] tel que g(/3\, . . . ,p n ) = 0. Mais g s’exprime 
en fonction d’un nombre fini d’elements a\,. . . ,a m de A ; d’ou (/ / 0 appartient 
a K[a \, . . . , a m , X\, . . . , X n ] et g(ot\, . . . , a m , Pi, ... , p n ) = 0, ce qui est contraire 
a l’hypothese. 

(ii) (i) : Si B est algebriquement libre sur K(A), alors B n K(A) = 0, 

d’ou B n A = 0. Soient G A, Pi,...,p n G B et f G 

K\X i , . . . , X m , X m +i , . . . , X m _|_ n ] tels que f (or 

5 * * * 5 Pi, ...,P n ) = 0 . Alors 
le polynome g defini par g(Yi, . . . , Y n ) = f(ai,...,a m ,Y m+ i,...,Y m+n ) G 
K[A] [Y] , . . . , Y n ] est tel que g{Pi, . . . , P n ) = 0. Puisque B est algebriquement libre 
sur K(A), on a g = 0, i.e. tous ses coefficients sont nuls. Ces coefficients sont de la 
forme gpai, . . . , a m ), ou g t G K[X i, . . . , X m ]. Les elements cci, . . . , a m sont alge- 
briquement libres, done tous les gt sont nuls. D’ou / = 0 et or, . . . , a m , Pi , . . . , p n 
sont algebriquement libres. □ 

Comllaiw XI.2.1. Soient E/K une extension, B C E une partie algebriquement 
libre sur K , x G E un element transcendant sur K(B). Alors B U {a;} est une 
partie algebriquement libre sur K. □ 

Proposition XI.2.3. Soient E/K une extension et L C E. Pour que L soit alge- 
briquement libre sur K, il faut et il suffit que tout x G L soit transcendant sur 
K(L\{x}). 

Demonstration. La condition est necessaire d’apres la proposition (XI.2.2), 
(prendre A = L \ {&}, B = {a:}). Supposons que pour tout x G L, x est transcen- 
dant sur K(L \ {a;}) et que L est algebriquement liee sur K. Alors, il existe une 
partie finie A C L algebriquement liee sur K. Soit B une partie de A algebrique- 
ment libre maximale et soit C = A \ B. Par hypothese C 7 ^ 0 et tout x G C est 
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algebrique sur K(B). Par consequent, x est algebrique sur K(L \ {x}), ce qui est 
contraire a l’hypothese. □ 

Definition XI.2.4. Soit E/K une extension. On appelle base de transcen- 
dance de E sur K un element maximal de l’ensemble, ordonne par inclusion, 
des parties de E algebriquement libres sur K. 


Remarque XI.2.3. D’apres le lemme de Zorn (c/. l’appendice en fin de cet ouvrage), 
un tel element maximal existe. 

Pmposition XI.2.4. Soit E/K une extension. Une partie B de E est une base de 
transcendance de E sur K si et seulement si B est algebriquement libre sur K et 
E est algebrique sur K(B). 

Demonstration. Supposons que B soit algebriquement libre sur K et que E soit al- 
gebrique sur K(B) : alors B est algebriquement libre maximale. En effet, tout ele- 
ment x E E, x 0 B, est algebrique sur K(B). Done d’apres la proposition (XI.2.3), 
L = B U {x} ne peut etre algebriquement libre sur K. 

Reciproquement, soit B C E une partie algebriquement libre maximale. Alors 
tout element x 0 B, x E E, ne peut etre transcendant sur K(B), sinon B U {x} 
serait algebriquement libre sur K d’apres le corollaire (XI.2.1). □ 

On en deduit le resultat suivant : 

Theoreme XI.2.2. Toute extension E/K est une extension algebrique d’une exten- 
sion transcendante pure de K fci. remarque XI. 2. 5 ci-dessous). □ 

Attention. Une base pure d’une extension transcendante pure de K est une 
base de transcendance. Mais une extension transcendante E de K n’est pas ne- 
cessairement une extension transcendante pure, meme si tous les elements de E\K 
sont transcendants sur K, (cf. exercice XI. 4 ci-dessous). 

Exercice XL4. (^f) Soient u un nombre reel transcendant sur Q, K = Q(u), a une 
racine de X 2 + u 2 + 1 dans C et E = K(a). 

a) Montrer que le polynome X 2 + u 2 + 1 est irreductible dans K[X\. 

b) Montrer que tout element de E \ Q est transcendant sur Q. 

c) Montrer que E n’est pas une extension transcendante pure de Q. (Indica- 
tion : d’apres la proposition (XI.2.4), Q(u)/Q est une extension transcendante 
pure et utiliser la derniere remarque de (XI. 2. 5).) 
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Nous allons maintenant montrer, suivant un scenario analogue a celui utilise 
dans le cadre des espaces vectoriels, que toutes les bases de transcendance d’une 
extension ont le meme cardinal. 

Proposition XI.2.5 (theoreme d’echange). Soient E /K une extension, A une partie 
de E telle que E soit algebrique sur K(A ) et B une partie de E algebriquement 
libre sur K . Alors, il existe une partie C de A telle que B Li C soit une base de 
transcendance de E sur K et que B n C = 0. 

Demonstration. Si E est algebrique sur K(A), alors E est algebrique sur K(AUB). 
Or B est contenu dans A U B et B est algebriquement libre sur K ; on en deduit 
qu’il existe dans AU B une partie algebriquement libre maximale nontenant B. □ 

Theoreme XI.2.3. Si une extension E/K a une base de transcendance sur K qui 
est finie, toutes les bases de transcendance de E sur K ont meme cardinal. 

Demonstration. Soit B une base de transcendance de E sur K, avec card(B) = n. 

Si n = 0, alors E est algebrique sur K et toutes les bases de transcendance de 
E sur K sont vides. 

Si n 7 ^ 0, supposons le resultat vrai pour les extensions dont une base est de 
cardinal inferieur ou egal a n — 1. Soit B' une autre base de transcendance de 
E sur K. Supposons que B' ne soit pas contenue dans B (sinon B l = B) et soit 
x G B' , x (f B. D’apres le theoreme d’echange (XI. 2. 5), il existe C C B telle que 
C U {x} soit une base de transcendance de E sur K et x ^ C. Puisque B est 
algebriquement libre maximale, on a C/ B, i.e. Card(C ) n — 1. On considere 
K' = K(x) et C' = B' \ {x}. Alors C et C' sont algebriquement libres sur K' 
(d’apres la proposition XI. 2. 2) et, comme K'[C ') = K(B'), E est algebrique sur 
K'{C) et K'(C'). Autrement dit, C et C' sont deux bases de transcendance de E 
sur K' . Comme Card{C) ^ n — 1, il en est de meme pour C' , par hypothese de 
recurrence. Done B' a au plus n elements. On a done montre que Card(B) = n 
implique Card(B') ^ n. Cela donne le resultat, car si Card(B') < n, le meme 
raisonnement applique dans l’autre sens donne Card(B) < n. □ 

Remarque XI.2. . Ce resultat est encore vrai pour les bases infinies, mais la de- 
monstration dans ce cas est beaucoup plus compliquee. 

Definition XI.2. . Soit E / K une extension ayant une base de transcendance sur 
K qui est finie. On appelle degre de transcendance de E sur K le cardinal 
d’une base de transcendance de E sur K. 
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Remarques XI.2.. . II resulte de ce qui precede que si E/K est vine extension de 
degre de transcendance n, alors : 

a) Tout systeme de generateurs a au moins n elements. S’il en existe un ayant 
n elements, c’est une base pure (et E est done une extension pure de K). 

b) Toute partie de E algebriquement libre sur K a au plus n elements. S’il en 
existe une ayant n elements, c’est une base de transcendance de E sur K. 

Le theoreme (XI. 2. 3) et la remarque qui le suit montrent que l’extension trans- 
cendante pure evoquee dans le theoreme (XI. 2. 2) est unique, a isomorphisme pres. 

Attention. La notion d ’extension transcendante pure n’est pas stable par sous- 
extension (cf. TR.XI.B). 

XI. 3 . >pendice 


Theoreme. Le nombre ir est irrationnel et transcendant sur (Q). 

Demonstration (cf. [27]). On remarquera que si / : Z — > Z est une fonction 
telle que 

lim n -> +oc f(n) = 0, 

alors il existe N tel que pour tout n > N, f(n) = 0. 

Montrons que 7r est irrationnel. 

On considere 

I n = J (1 — x 2 ) n cos(ax)dx. 

Une integration par parties donne, pour n ^ 2 

a 2 I n = 2n(2n - l)I n -i - 4 n(n - l)I n - 2 , 
d’ou, par recurrence, 

a 2n+1 I n = n\[P(a)sina + Q(a)cosa ] 

ou P,Q £ Z[a:], avec d°P < 2n + 1 et d°Q < 2n + 1. Supposons que n = | avec 
(a, b) = 1, a, b £ Z. On pose a = |. Alors 

a 2n+1 I n „ 

J n — ; £ Z. 


n\ 


On a J B = a n ( /(I j (1 — x 2 ) n (cos^x)dx. 
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Pour — 1 < x < 1, la fonction (1 — x 2 ) n cos(^x) est strictement positive, done 


J n > 0 pour tout n. 



il existe N tel que pour tout n > N , J n = 0. Contradiction. 

Montrons que n est transcendant sur Q. 

Supposons que n soit algebrique sur Q. Comme i [i 2 = — 1) est algebrique, 
in est algebrique. Done il existe un polynome P\ (X) G Q[X] ayant pour racines 


a\ = in, a 2 , ■ ■ ■ , a n . Mais, e m + 1 = 0, done 


[e ai + l)(e" 2 + 1) . . . (e an + 1) = 0. 


(XI. 1) 


On va construire un polynome appartenant a Z[X] dont les racines seront 
toutes les sonrmes aq + . . . + ai r qui apparaissent comme puissances de e dans le 
developpement de l’expression [XI. 1). 

Considerons tous les elements a s + at, 1 ^ s ^ n, 1 ^ t ^ n. Les poly- 
nomes symetriques elementaires en les a s + at sont des polynomes symetriques 
en les ai,...,a n . Ils s’expriment done en function des polynomes symetriques 
elementaires en les a\, . . . , a n , [cf. VIII. 11). Ces polynomes at sont racines d’un 
polynome P2[X ) G Q[X]. De la meme faqon, les a n + . . . + a lk sont racines d’un 
polynome Pk[X) G Q[X], 

On considere le polynome 


P 1 [X)P 2 [X)...P n [X) GQ[I] 


dont les racines sont les exposants des puissances de e dans l’expression developpee 
de [XI. 1). En multipliant par un entier, on obtient un polynome de Z[X\, et 
en divisant par une puissance de X convenable, on obtient un polynome Q[X ) 
dont les racines sont les exposants non nuls (3\, ... ,(3 r qui apparaissent dans le 
developpement de (XI. 1), 


e^ 1 + e^ 2 + . . . + e 0r + e° + . . . + e 1 


,o 


= e 


•P 1 + . . . + + k = 0 , 


avec k > 0. Supposons que 


Q(X) = cX r + aX 7 - 1 + ... + c r . 


Alors c r 7^ 0 puisque Q(0) 7^ 0. On pose 


e , . c s x p 1 Q[x) p 

j[x) = — — — avec s = rp — 1, p premier 
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et on considere 


F(X) = f(x) + f'{x) + . . . + f^+^Xx) 
(on a /( s+p+r )(x) = 0). Alors 


— (e~ x F(x)) = e-*(F'(x ) - F(x)) = -e~ x f(x), 


d’ou 


e~ x F(x)-F( 0) = - I" e-Vf(y)dy. 

J o 

On fait le changement de variable y = tx et on trouve 

F(x) - e x F{ 0) = -x C e^~ t)x f{tx)dt. 

Jo 

On fait prendre a x les valeurs @i, ... ,/3 r et on fait la somme. Puisque 

e^ 1 + . . . + + k = 0, 


on trouve 

Y j F(0 j ) + kF(Q>) = -Y j P j f eQ-MfWJdt. (XI. 2) 

3 = 1 3 = 1 

On va montrer que le premier membre est un entier non nul pour p assez 
grand. 

Puisque Q(fjj) = 0, on a YIj=i f (q) ((Jj) = 0, pour 0 < q < p. Pour q ^ p, 
a un facteur p. Pour tout q, JX =1 f^ q \(3j) est un polynome symetrique 
en les f3j de degre infer ieur a s. C’est done un polynome de degre infer ieur asen 
les X- Le facteur c s fait que ces expressions sont dans Z. D’ou, si q ^ p, 

r 

J2f {q) w=p k « €Z - 

3 = 1 

On regarde maintenant F( 0). On a : 

{ 0 q ^ p — 2 

c s dr q = p — 1 

l q p q^p 

avec lq 6 Z. Done le premier membre de (XI. 2) est du type Kp+ kc s c%, K £ Z. 
Comme k ^ 0, c 7^ 0, c r 7^ 0, si on considere p > sup(k, \ c |, | c r |), le premier 
membre de (XI. 2) est un entier non divisible par p, done non nul. 
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On examine maintenant le second membre de (XI. 2) : 


\/m\ < 


Pj I *" 1 m(j)P 

(P- !)! 


ou m(j) 


supo^i I Q(tPj ) 


D’ou 


avec 


-^Pj [ e(1 t)/3j 

3=1 Jo 


y- I Pj H c | B m(j)PB 
" ( P - 1 ) 1 


B = supj 



eWtodt 


Done cette expression tend vers 0 quand p tend vers +oo. Comme e’est une 
fonction de p , a valeurs dans Z, elle devrait etre nulle pour p assez grand. Or le 
premier membre est non nul pour p assez grand. Contradiction. □ 
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*s? TR.XI.A. Constructions a la regie et au compas 

Nous allons voir dans ce TR que, malgre le caractere tres elementaire des 
notions algebriques introduites dans les chapitres qui precedent, ces notions per- 
mettent de resoudre des problemes geometriques - quadrature du cercle, trisec- 
tion de Tangle, duplication du cube - qui etaient restes sans reponse pendant des 
siecles. Ceci est un exemple de la puissance des methodes algebriques en geome- 
trie. Nous completerons cette etude au chapitre XVII en montrant comment la 
theorie de Galois permet de determiner les polygones qui sont constructibles a la 
regie et au compas. 

Nous allons tout d’abord donner un formalisme algebrique qui permet de de- 
er ire les constructions geometriques a la regie et au compas. 

Soit Vq un ensemble de points du plan euclidien M 2 . On considere deux types 
de constructions geometriques : 

(a) Tracer une droite passant par deux points de Vo- 

(/3) Tracer un cercle de centre un point de Vo et de rayon egal a la distance 
entre deux points de Vo- 

Tout point de M 2 obtenu comme intersection de deux droites ou cercles distincts 
au moyen des operations (a) ou (6) est dit constructible en une etape. 

Un point M de M 2 est dit constructible a partir de Vo s’il existe une suite 
finie de points Mi, M 2 , . . . , M n = M de M 2 , tels que 1 , 1 ^ i ^ n — 1, soit un 
point constructible en une etape a partir de Vo U {Mi, . . . , M{\. 

On suppose M 2 rapporte a un systeme de coordonnees et on repere un point par 
ses coordonnees (x, y). On note Kq le sous-corps de M engendre par les coordonnees 
des points de Vo = {Pi{xi, yi)}iei 0 , K 0 = Q(xi,yi) i£lo . 

Soit M n un point constructible de M 2 , par une suite Mi, . . . , Mi , . . . , M n : en 
notant ( Xi,yi ), 1 ^ i ^ n, les coordonnees du point Mi, on definit par recurrence 
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le sous-corps Ki de M par LQ = ATj_i(xj, yi). On obtient done une suite d’exten- 
sions 

K 0 C Ki C . . . C Ki C . . . C K n C M. 

1 Avec les notations ci-dessus, montrer que 


[IU-i(xi) : Ki_ i] = 1 ou 2 


[Ki-i(yi) : i] = 1 ou 2. 

(En ecrivant les equations des droites ou cercles dont le point Mi est intersection, 
on montrera que les polynomes minimaux de Xi et yi sont de degre 1 ou 2.) 

2. Soit M = ( x,y ) un point de M 2 constructible a partir de Vo ■ Montrer que les 
extensions Kq(x) / Kq et Ko(y) / Kq ont un degre qui est une puissance de 2. 

Duplication du cube 

Le probleme est : « Peut-on construire a la regie et au compas V arete 
d’un cube dont le volume soit le double de celui d’un cube donne ? ». 

On peut supposer que le cube donne est le cube unite et on pose 

'Po = {( 0 , 0 ), ( 1 , 0 )}. 

3. Montrer que le probleme pose revient a construire un segment de longueur a, 
avec a ra cine du polyndme X 3 — 2. 

4. En deduire que la duplication du cube est impossible. 

Trisection de l’angle 

Le probleme est : « Peut-on construire a la regie et au compas deux 
droites qui divisent un angle donne quelconque 6 en trois angles 
egaux ? ». 

On considere le cas 6 = Le probleme pose revient alors a construire a E [0, 1] 
tel que a = cos^, done aussi f3 = 2a. 

5. Montrer que le polyndme minimal de f3 est X 3 — 2>X — 3. (On utilisera la formule 
cos(3a ) = 4cos 3 (a) — 3cos(a).) 

6. En deduire que la trisection de l’angle est impossible. 
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Quadrature du cercle 

Le probleme est : « Peut-on construire a la regie et au compas un carre 
ayant meme aire qu’un disque donne ? ». 

Supposons que le disque donne soit le disque unite, d’aire n. Le probleme 
pose revient done a construire le point de coordonnees (0, y/n) a partir de 

7^o = {(0,0), (1,0)}. 

Montrer que si la construction du point (0, y/n) etait possible, [Q(7t) : Q] sera it 
Uni. 

8 Deduire de ce resultat et de la transcendance de it que la quadrature du cercle 
est impossible. 


4b TR.XI.B. heoreme de Liiroth 

Les resultats concernant les extensions transcendantes etablis dans ce chapitre 
conduisent a la question suivante : 

Soit E/K une extension transcendante pure : toute sous-extension de E/K 
est-elle une extension transcendante pure de K ? 

Nous allons voir ci-dessous que e’est bien le cas lorsque 1’ extension E/K est 
de degre de transcendance egal a 1. 

Un theoreme, du a Castelnuovo, dont la demonstration depasse largement le 
niveau de ce livre, affirme que e’est encore vrai pour les extensions transcendantes 
pures de C dont le degre de transcendance est egal a 2. II existe des contre- 
exemples pour les extensions de C de degre de transcendance egal a 3. 

Soient k un corps, K = k(X), f(X ) ^ 0 et g(X) ^ 0 des elements distincts 
premiers entre eux de k[X] et a = yx] • Soit T une indeterminee : on peut 
exprimer X comme racine du polynome h(T) = ag(T) — f(T). 

1 Montrer que le polynome h(T ) est non nul. 

2 En deduire que K est algebrique sur k(a) et que a est transcendant sur k. 

3 Montrer que le polynome h(T) est irreductible dans k(a)[T], (Faire un raison- 
nement par l’absurde.) 

4 Montrer que [K : k(a)\ = sup(deg(f),deg(g)). 

Ce qui precede est une application explicite du theoreme (XI. 2. 2), dans le cas 
de l’extension k(X)/k. 
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5 Deduire de ce qui precede que tout k-automorphisme de k(X) est de la forme 
f(X) f(aX + bcX + d), a vec a,b, c, d £ k et ad — be / 0. 

La suite de ce TR est consacree a la demonstration du theoreme de Liiroth : 

Soient k un corps, K = k(X), L un sous-corps de K contenant stric- 
tement k. II existe y E L transcendant sur k tel que L = k(y). 

6 Montrer que X (done k(X)) est algebrique sur L. En deduire que l’extension 
L/k n’est pas de degre ffni. 

On note F(T) = T n + ai(X)T n ~ 1 + . . . + a n (X) le polynome minimal de X 
sur L. 

7 Montrer qu’on peut ecrire les coefficients ai(X) (qui son t des fractions ration- 
nelles que l’on suppose irreductibles) sous la forme bi(X)/bo(X), a vec bo(X) de 
degre minimal. (bo(X) est le ppcm des denominateurs des ai(X)). 

On considere alors le polynome G(X,T) = bo(X)T n -\-bi(X)T n ^ 1 + . . , + b n (X) 
et on note n' le degre de G par rapport a la variable X. 

8 Montrer que : 

- Pour tout i, bi(X) /bo(X) appartient a L. 

- Les bi(X) sont premiers entre eux dans leur ensemble. 

- II existe i ^ 0 tel que bj(X) /bo(X) n’appartienne pas a k. 

On note y un element bi(X) /bo(X) ^ k et on pose 

H(X,T) = bo(X)bi(T) - bi(X)bo(T). 

9 Montrer qu’il existe f(X,T) € k[X, T) tel que H(X,T ) = f(X, T)G(X, T). 

10. Montrer que le polynome f(X, T ) est constant et en deduire que n' = n. 
(Utiliser l’antisymetrie en X et T de H(X,T ) et raisonner sur les degres.) 

11. Montrer que [K : k(y)\ ^ n et en deduire que L = k(y). 
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TP.XI. Nombres algebriques et polynome minimal 

On se propose de manipuler, avec MAPLE, les nombres algebriques (c’est- 
a-dire les nombres complexes definis comme zeros a de polynomes P de Q[x], 
ou, de fagon equivalente, de Z[x]). On travaille done dans des corps de nombres 
Q(a) ~ Q[x]/(P) (on suppose P irreductible) . On va voir comment definir en 
Maple de telles extensions et calculer dans Q(a). 

L’un des problemes est de trouver le polynome minimal de b E Q(a). L’ingre- 
dient essentiel est le resultant, qui permet de calculer la norme d’un polynome de 
Q(a)[x] (voir plus loin). En effet, la norme de x — b est liee au « polynome caracte- 
ristique » de b, done au polynome minimal. Nous etudierons en detail le resultant 
puis la norme, qui est cruciale egalement dans l’algorithme de factorisation d’un 
polynome sur un corps de nombres. Ainsi MAPLE est-il capable de factoriser un 
polynome Q de Q[x] sur Q(a). Bien entendu, on utilise la factorisation sur Q 
(algorithme decrit au TP.IX.A). Nous donnons pour finir quelques applications. 

Familiarisation 


1 Manipulons. 

Tester les commandes irreduc(P) et solve (P) sur differents polynomes 
P G Z[x] de bas degre. Par quel type de formules MAPLE exprime-t-il 
les racines ? Pourquoi n’obtient-on pas de telles formules dans tous les 
cas? (Vous en saurez plus au chapitre XVI.) MAPLE renvoie alors un 
« RootOf » (tester x 5 — x + 1 par exemple). 
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- Quel est l’interet de la commande alias ? 

- Que fait evala? Que fait allvalues? 

> P:=x~5-x+l: irreduc(P); solve (P); 

> a:=RootOf (P,x) ; a~10; evala(a~10) ; 

> alias (b=RootOf (P ,x) ) : b~10; evala(b~10) ; 

> rac : =allvalues (a) ; 

Tester la commande f actor (P) sur differents polynomes ; enfin, reprendre 
l’exemple de la question precedente : 

> f actor (P) ; 

> factor(P, real); 

> factor (P, complex); 

> racl : =map(evalf , [rac] ) ; 

> map(r->convert (r, polar) ,racl) ; 

Quel type d’algorithme MAPLE utilise-t-il pour factoriser dans les reels 
et les complexes? Essayer de comprendre comment les racines stockees 
dans rac sont ordonnees, en consultant au besoin l’aide de la commande 
RootOf , indexed. 

- Calculer a la main les expressions suivantes : 

> sum(x,x=RootOf (P,x)) , sum(x~5 ,x=RootOf (P,x) ) , 
sum(l/x,x=RootOf (P,x)) ; 

(Utiliser les relations entre coefficients et racines, cf. chapitre VIII, para- 
graphe 11.) 

— Les degres 3 et 4 : 

>alias (a=RootDf (x~3+x-l)) : allvalues (a) ; 

>a:=’a’ : alias (a=RootOf (x~3+x-l) ) : allvalues (a) ; 

>alias (b=RootOf (x~3+x- 1) ) : allvalues (b) ; 

>P : =sort (x~3+add(c [i] *x~i , i=0 . . 2) ,x) ; allvalues (RootOf (P ,x) ) ; 
>P : =sort (x"4+add(c [i] *x~i , i=0 . . 3) ,x) ; allvalues (RootOf (P ,x) ) ; 

2. Soit a une racine du polynome P(x ) = x 2 * * 5 + x 2 * + 4 et soit R(x) = x 9 + x 6 + 1. 

Definir P, R et a sous MAPLE; que donne evala(subs(x=a,R)) ; ? Verifier 

qu’il s’agit de la valeur en a du reste de la division euclidienne de R par P, 

conformement a l’isomorphisme Q[a] ~ Q[x]/(P) qui fait correspondre a R(a) 

la classe de R(x) dans le quotient Q[x]/(P). On utilisera la commande MAPLE 

rem. 
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Comme Q[a] — Q[x]/(P) est un corps, a^ 1 s’exprime egalement comme un po- 
lynome en a (de degre au plus 4). Tester evala(subs (x=a,R) ) ; et verifier que 
le polynome obtenu est l’inverse de x modulo P (plus exactement l’inverse de 
la classe de x dans Q[x]/(P)). MAPLE a done applique l’algorithme d’Euclide 
(semi-)etendu (commande gedex) pour calculer le coefficient souhaite d’une 
relation de Bezout xu{x) + P(x)v(x) = 1. Tout element non nul de <Q)[a] est 
inversible : le polynome (en a) correspondant est premier avec P, done on peut 
ecrire l’identite de Bezout. Calculer P(a)” 1 . 


Remarque. L’idee de l’algorithme euclidien est que si a = bq + r (ou b ^ 0) alors 
ou bien r = 0 auquel cas le pged est b , ou bien pgcd(a, b) = pgcd(6, r) a une unite 
pres. En effet, si d divise a et b, alors il divise r = a — bq (et b) ; reciproquement, 
s’il divise b et r, il divise a = bq+r (et b). Ainsi le pged est le dernier reste non nul. 
Finalement, l’algorithme d’Euclide est le suivant : a partir de ao = a et b q = 6, 
on effectue les divisions euclidiennes a n = b n q n + r n puis l’on dehnit a n +i = b n et 
b n + 1 = r n tant que r n / 0. 

Pour l’algorithme etendu, on cherche a construire deux suites u n et v n telles 
que r n = au n + bv n pour tout n, jusqu’au dernier reste non nul ou l’on obtient les 
coefficients de Bezout. On utilise le fait que a n = r n _ 2 et b n = r n _ 1 : on effectue 
alors la division euclidienne r n _ 2 = r n -\q n + r n et l’on dehnit u n = u n -2 — u n -\q n 
et v n = v n -2 — v n -\ q n . Pour initialiser, on part de r _ 2 = a = a.l + b . 0 et 
r_ 1 = b = a. 0 + 6.1. 

La problematique qui nous concerne maintenant est la suivante : soit a une 
racine (dans C) d’un polynome irreductible P de Q[x]. Cela dehnit une extension 
L = Q(a) de Q. Le polynome minimal de a est P, a une constante pres, et la 
structure algebrique de Q(a) est dehuie par l’isomorphisme Q(a) — Q[x]/(P). En 
particulier, cela ne depend pas de la racine complexe choisie ; en notation MAPLE, 
a:=Root0f (P,x) n’en dit pas plus : on travaille dans Q[x]/(P). 

Un autre element 6 de Q(o) s’exprime comme un polynome b = R(a ) en a. Il 
s’agit de calculer son polynome minimal sur Q, en fonction de R et P. L’ingredient 
essentiel est le resultant. 


La theorie du resultant 

Soit A un anneau integre. Pour tout entier n, on note A[x] n le A-module des 
polynomes de degre strictement plus petit que n. C’est done un A-module libre 
de rang n. 
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Si / = YaLq a iX z et 9 = Ya=o son t deux elements de A[x\, on peut definir 
le resultant Res(f, g) comme le determinant de la matrice de Sylvester 

^ dm ■ ■ ■ d 1 a 0 ^ 

dm • • • d 1 Of) 

d m ■ ■ ■ di ao 
bn h b 0 

\ bn bi bo ) 

on les n premieres lignes correspondent a / et les m suivantes a g : c’est done une 
matrice de M mn (Q). On l’obtient en MAPLE comme suit (pour des polynomes 
« generaux ») : 

>sylvester : =proc (m,n) local f,g; 

f : =add(a [i] *x~i , i=0 . .m) ; g: =add(b [i] *x~i , i=0 . .m) ; 
return(LinearAlgebra [SylvesterMatrix] (f ,g,x)) ; 
end; 

La matrice de Sylvester est, a la transposee pres (ce qui ne change pas le 
determinant), la matrice de l’application lineaire : (u,v) i— > uf + vg de 
A[x] n x A[x] m dans A[x] m +m P ar rapport aux bases 

«x n ~\ 0), ...,(1,0), (0, , (0, 1)) et (x m+n ~\ . . . , 1). 

Utilisant la relation det(S')Id = ST, ou T est la transposee de la comatrice 
de S, appliquee a la matrice de Sylvester S, puis en multipliant par le vecteur 
correspondant a 1 £ A[x\ m +m on v °it que Res(f,g ) appartient a l’image de 4>f, g - 
Cela demontre : 

Proposition 1. Si f et g sont deux polynomes non constants, il existe u et v dans 
A[x\ avec deg(u) < deg(g) et deg(u) < deg(f) tels que uf + vg = Res(f,g). 

On en deduit : 

Proposition 2. Si A est un anneau principal et si f et g sont deux polynomes non 
constants de A[x\, alors f et g ont un facteur commun non constant dans A[x\ si 
seulement si Res(f,g ) = 0. 
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En effet, on commence par montrer que / et g ont un facteur commun non 
constant si et seulement s’il existe u et v dans A\x\, avec deg (u) < deg(g) et 
deg(u) < deg(f), tels que uf + vg = 0. Dans ce cas, 4>^ g n’est pas injective, done 
son determinant est nul ; la reciproque resulte de la proposition precedente. 

Le resultant verifie les proprietes suivantes, qui le caracterisent : 

(a) Res(g,f) = (-l) mn Res(f,g). 

(b) Si / et g sont non constants et r est le reste de la division euclidienne de / 
par g, alors Res(f,g) = (— deg ^ Res(g, r). 

(c) Si g = b E A alors Res(f,g ) = b m (en particulier, i?es(0, b) = 0, Res(a , b) = 1 
si a, b E A \ {0}). 

On a egalement, notant / = a m n”=i( x ~ r i) et g = b n ~ s i ) (dans un 

corps de decomposition contenant les racines r* et Si) : 

Res(f, g) = aX JI ( ri ~ 


C’est d’ailleurs ainsi que le resultant a ete defini au TR.VIII.C. 

Nous allons verifier formellement, pour des petits degres, les proprietes (a), 
(b) et (c), ecrire un algorithme de calcul du determinant base sur ces proprietes 
(c’est ainsi qu’il est implemente dans MAPLE, car cette methode est bien meilleure 
que le calcul d’un determinant). Enfin, nous expliquerons comment demontrer la 
formule (2) en travaillant dans le corps des series formelles K(ri , Sj ) (ou K designe 
le corps des fractions de A), ce qui se prete encore a des verifications a l’aide du 
systeme de calcul formel. 

c®' Quelques remarques concernant la simplification des expressions sous 
MAPLE : La fonction normal permet de comparer deux expressions symboliques 
en les indeterminees x\,...,x r via la « representation normale des expressions 
rationnelles ». Lorsque / E Q(xi, . . . , x r ), la commande normal (f) renvoie un 
quotient de deux polynomes premiers entre eux (on divise par le pged dans l’an- 
neau factoriel Q[xi, . . . , x r \) et trie les monomes selon un ordre specifique. L’ordre 
de Maple est un peu surprenant au premier abord ; on peut demander l’ordre 
du degre lexicographique en appliquant par la suite la commande ord. Le degre 
total en les Xi s’obtient par degree (P , {seq(x [i] ,i=l. .n)}). 
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3. Tester sylvester(3,4) et LinearAlgebra[SylvesterMatrix] (f ,g,x) avec 
/ = 2x 2 + 3x + 1 et g = 7x 2 + x + 3. Puis ecrire une procedure 
resultant 1 : =proc (f ,g) calculant Res(f,g ) comme un determinant (pour 
deux polynomes non tous les deux de degre 0, sans quoi la matrice de Sylves- 
ter « degenere »). On utilisera la commande LinearAlgebra [Determinant] . 
Tester sur l’exemple precedent et comparer avec le resultat de la commande 
resultant de MAPLE. 

Ecrire ensuite des procedures de test destinees a verifier les proprietes (a), (b) 
et (c). Par exemple : 

>test2 : =proc (m,n) 

f : =add(a[i] *x~i , i=0 . .m) ; g: =add(b [i] *x~i , i=0 . .m) ; 
r : =rem(f ,g,x) ; 

return (evalb ( - 1 ) ~ (m*n) *b [n] ~ (m- degree (r , x) ) * 
normal (resultant (g,r,x) /result ant (f,g,x))=l); 
end: 

Les demontrer au papier-crayon (commencer par remplacer / par 
/ — b n /a m x m ~ n g, effectuer des operations sur les lignes de la matrice de 
Sylvester et utiliser les proprietes du determinant). 

Remarque. On a un peu triche : il faudrait utiliser la procedure resultantl. Or 
Maple ne parvient pas a ecrire la matrice de Sylvester lorsque les coefficients 
des polynomes sont dans Q(a,;, bj). II y parvient uniquement pour Q [ai,bj\. 
Pour bien faire, il faudrait done reecrire une procedure SylvesterMatrix. 

Par contre, on utilisera resultantl pour les tests relatifs a (a) et (c) ou ce 
probleme ne se pose pas. 

Enfin, ecrire une procedure resultant2 calculant le resultant a partir de ces 
trois formules. Noter la ressemblance avec l’algorithme d’Euclide. Tester sur 
les exemples habituels. Prendre egalement / = xy — 1 et g = x 2 + y 2 — 4 : le 
resultant appartient a A = Z[y], 

4. Ecrivons / = a m n)=i(^ — x i) et g = b n — Vi) '■ l es racines sont done des 

parametres formels, autrement dit, on travaille dans l’anneau Z [xi,yj,a m ,b n ] 
qui contient le resultant. Verifier pour m = 3 et n = 4 que Res(f,g ) est un 
polynome homogene de degre m + n (les differents monomes s’obtiennent en 
appliquant op). Il s’agit de remplacer les Oj et bj par leur expression en fonction 
des Xi et y 3 . La procedure ci-dessous y pourvoit : 

>remplace:=proc(n,a,x) local P,t,i; 
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if n=l then return({a [1] =x [1] }) ; 

else P : =collect (expand(a[n] *mu(t+x [i],i=l..n)),t); 
return ({seq( a [i] =coef f (P ,t , i) , i=0 . . n-1) }) ; 

f i; 

end: 

La commande subs(remplace(m,a,x) union remplace(n,b,y) ,R) exprime 
alors le resultant R comme un element de Z \xi,yj\. Le tester pour m = 3 et 
n = 4. Verifier qu’il s’agit d’un polynome homogene de degre ran. Le demontrer 
pour tout m et n a l’aide de la formule 

det M=J2 

o-eSd 

sachant que les fonctions symetriques elementaires s* (done les a/) sont homo- 
genes de degre n — i en les x^. 

D’autre part, si l’on remplace Xi par yj, on obtient un resultant nul. Ainsi 
Res(f,g ) est divisible par Xi — yj dans Q (x) , y-j , a rn . b n ) [xQ (ou x) signifie que 
l’on omet Xi), done dans Z [xi,yj,a m ,b n ] car x* — yj est unitaire. Les Xi — yj 
etant premiers entre eux, Res{f,g ) est divisible par ? (x* — yj). Le verifier 
sur l’exemple. Quel facteur reste-t-il? Demontrer finalement la formule (2) 
(examiner la contribution de la diagonale, i.e. a = Id). Noter que l’on utilise 
le fait que revaluation est un morphisme d’anneaux qui « commute » avec le 
determinant : on peut remplacer les Xj par les r t . 

Calcul du polynome minimal 

Soient L = Q(a) l’extension de Q definie par la racine a d’un polynome irre- 
ductible P G Z[x] et b = R(a) G L, ou R G Q[x]. On desire calculer le polynome 
minimal de b sur Q. 

Pour cela, soit mj la multiplication par b, vue comme endomophisme du 
Q-espace vectoriel L. Le determinant P^l/ q(x) = det(xld l —mb) est par defi- 
nition le polynome caracteristique de b par rapport a l’extension L/Q. De plus, 
on verra (c/. chapitre XIII) : 

Proposition 3. Soient L/K une extension finie de degre n, b un element de L, m, 
le polynome minimal de b sur K et r = [L : K(b)\. Le polynome caracteristique 
de b par rapport a V extension L/K est alors P^l/k = Hb- 

5. Soit P = x 4 + x 3 + x 2 -(-x+l, a une racine de P et b G Q(a) . On va voir que la 
commande evala(Norm(x-b) ) ; de MAPLE calcule le polynome caracteristique 
de b par rapport a l’extension Q(a) /Q. 
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- On prend b = a; verifier que la commande evala(Norm(x-b) ) donne le 
polynome minimal. Ecrire la matrice A de m a dans la base (1, a , ... , a 3 ) 
(commencer par definir ma : = (i , j ) -> . . . ; puis A : =Matrix (4 ,ma) ; ). Cal- 
ender enfin le polynome caracteristique de a par rapport a l’extension 
Q(a)/Q a l’aide de la commande 

LinearAlgebra[CharacteristicPolynomial] (A,x) ; 

et comparer. 

- On prend b = a + a -1 . Refaire les memes calculs et determiner m ,. 

Nous allons maintenant expliquer le nom de la commande MAPLE. Si 
ai = a, , a m sont les m racines complexes distinctes du polynome irreductible 
P de degre m et si A est un polynome donne de Q(a)[x], la norme Nqm / /q(A) 
est par definition : 

n 

Nq(ci)/q{A) = ]^[eTj(A) 
i— 1 

ou (Ji : Q(a) > C est definie par cq(a) = a* et a* opere sur A en agissant sur 
chaque coefficient. Notant M = Q(ai, . . . ,a m ) le corps de decomposition de P, 
d’apres la theorie de Galois, on a = Q (cela a ete annonce au chapitre X 

et sera demontre rigoureusement au chapitre XIV). On voit done que Nq^/q^A) 
appartient a Q[x]. 

m 4. Si A est irreductible dans Q(a)[x], alors N^ a yQ(A) est egal a une 
puissance d’un polynome irreductible de <Q)[x]. 

ComllaiiE 1. On a N<Q( a y Q (x - b) = p r b , ou r = [<Q)(a) : <Q>(6)]. 

Demonstration. Soit Nq^/q^A) = la factorisation en irreductibles sur Q. 

Comme A divise N^ a y^(A) dans Q(a)[x] et est irreductible dans Q(a)[x], il divise 
Tun des facteur, disons N\. Alors ai(A) divise ai(Ni) = N\ pour tout i. Done 
Vq( q )/q(A) divise N™ dans M[x\, done dans Q[x]. Cela demontre la proposition. 

□ 

Le corollaire montre que Nq^/q^x — b ) coincide avec le polynome caracte- 
ristique de b. Enfin, faisons le lien avec la theorie du resultant, ce qui fournira 
une methode efhcace de calcul du polynome caracteristique, done du polynome 
minimal. 

On ecrit A{x) = J2i9i(a)x l et l’on definit g A {x,y) = Yli9i(y)x l - 
Proposition 5. Avec les notations precedentes, 

N ®(a)/®( A ) = Res y {p a {y),g A {x,y)). 
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Demonstration. Considerons gA(x,y ) comme un polynome de Q(x)[y] et ecrivons 
gA(x,y) = X(x) Y\i =1 (y — rf), ou n = deg y g, dans un corps de decomposition. 
Comme p a (y) = WlLiiv ~ a i)-> l e resultant s’exprime par 

m n m 

Res y (g a (y),gA(x,y)) = X(x) m - rf) = JjA(x) JJ(aj - rf) = a»)- 

i,j i = 1 j = 1 i = 1 

L’egalite en decoule, puisque gA(x,cii ) = cjj(A). □ 

6 Ecrire une procedure Nome : =proc (A , a , P) calculant, par la methode du resul- 
tant, la norme d’un polynome A de <Q>(a)[x], ou a est defini par une commande 
alias (a=RootOf (P ,x) ) . Tester avec l’exemple P = x 4 + a; 3 + x 2 + x + 1, 
b = a + a~ 1 de la question precedente. 

Enfin, ecrire une procedure minimal :=proc(b, a, P) faisant appel a Norme et 
renvoyant le polynome minimal de b (on pourra utiliser le polynome derive 
obtenu avec la commande diff). Tester sur l’exemple habituel. 

Factorisation dans une extension algebrique 

La clef est encore la norme. 

Proposition 6. Supposons que A E Q(a)[x] et AW 0 )/q(A) E Q[x] soient tons les 
deux sans facteur carre. Soit Nq^/q^A) = n^=i Nj l a factorisation en irreduc- 
tibles dans <Q)[x]. Alors A = ](([ pgcd(A. Nj) est la factorisation de A en irreduc- 
tibles dans Q(a)[x]. 


Demonstration. Soit A = Hi=i factorisation en irreductibles dans Q(a)[x]. 

Comme ^Vq( 0 )/q (-4) est sans facteur carre, il en est de rrierne de -AWo)/q(^-*)- Ce 
dernier est done un polynome irreductible de Q(x] (en vertu de la proposition 4), 
e’est-a-dire un N n . De plus, comme N^i a y<^fAiAj) divise NquyQ^A) pour i ^ j, 
done est sans facteur carre, on voit que les l\Wa)/Q(^j), done les Nj t , sont premiers 
entre eux deux a deux. Finalement, s = t et l’on peut supposer que NQ( a )/Q(Ai) = 
Ni, quitte a reordonner les facteurs. Enfin, IVj est premier avec ^Vq(o)/q(A1j) done 
avec Aj pour i ^ j. Ainsi A,; = pgcd(A, Nf) (a une unite pres), ce qui demontre 
la proposition. □ 

Le lemme suivant permet de se ramener a la situation de la proposition. 


Lenune 1 . Si A £ Q(a)[x] est sans facteur carre, alors il n’existe qu’un nombre 
fini de k E Q tels que N^uy^A^x — ka )) ne soit pas sans facteur carre. 
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Demonstration. Appelons r, j les differentes racines de Alors 

Nq ( q )/q(A(x — ka)) possede une racine multiple si et seulement s’il existe i i, Z 2 , j 1 
et j 2 tels que + = ri 2 j 2 + kaj 2 , c’est-a-dire k = (ri 1 j 1 —i"i 2 ,j 2 )/( a j 2 ~ a ji)- 

II n’y a qu’un nombre fini de tels elements k. □ 

8. Factoriser P = x 4 + x 3 + x 2 + x + 1 dans Q(a)[x], ou a est une racine de P, 
en suivant la strategie explicitee ci-dessus. On utilisera 

collect (evala(Expand(P) ) ,x) 

pour developper une expression de Q(a)[a;] et l’ecrire comme un polynome en 
x. Comparer avec le resultat de la commande f actor (P, a) de MAPLE. 

9. Sur cet exemple et notant toujours b = a + a -1 , quel est le polynome minimal 
de a sur Q(b) ? (II est necessaire de definir proprement b avec une commande 
RootOf avant de pouvoir factoriser dans Q(6)[x].) 

10. Justifier que L = Q(b) contient un sous-corps isomorphe a K = Q(a) si et 
seulement si p i a possede une racine dans L. Ecrire une procedure 

test : =proc (P , Q) 

renvoyant true or false et repondant a cette question pour fi a = P et ^ = Q. 
Tester avec P = x 4 + x 3 + x 2 + x + 1 et Q = x 2 — 5, puis Q = x 2 + 5. 

Remarque. Cet exemple est un cas particular de la situation suivante : on a 

Q c 

dree par une racine 


Q(Cp), ou Q(Cp) designe l’extension cyclotomique engen- 
( p primitive p-ieme de l’unite. 
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XII 


DECOMPOSITION DES POLYNOMES 
CLOTURES ALGEBRIQUES 


L’objet de ce chapitre est de repondre, par l’affirmative, aux questions posees 
dans l’introduction du chapitre IX. Precisement, on montre que, pour tout corps K 
et tout polynome f(X) £ K[X], il existe une extension « minimale » L/K dans 
laquelle le polynome f(X) se decompose en facteurs du premier degre. Autrement 
dit, L contient toutes les racines de l’equation f(X) = 0. Ce corps L est nn corps 
de decomposition du polynome f(X) sur K. 

De plus, on montre qu’il existe une extension algebrique E/K , unique a iso- 
morphisme pres, verifiant la propriety ci-dessus pour tous les polynomes de K[X], 
et aussi pour tous les polynomes de E[X]. Le corps E est une cloture algebrique 
de K . 


XII. 1. Corps de rupture et corps de decomposition 

d’un polynome 

Definition XII.1. . Soient k un corps et f(X) un polynome non constant a co- 
efficients dans k. Un corps de rupture K de f est une extension K/k telle 
que f(X) admette une racine a dans K et K = k(a). 


Quitte a remplacer f(X) par l’un des ses facteurs irreductibles, on supposera 
dans toute la suite que le polynome f(X) est irreductible dans k[X], 

Proposition XII. 1.1. Pour tout corps k et tout polynome f(X) de k[X], il existe un 
corps de rupture. 


Chapitre XII. Decomposition des polynomes - Clotures algebriques 


Demonstration. On pose K = k[X]/(f(X)). Puisque f(X) est irreductible, 
l’ideal (/(X)) est maximal, d’ou K est un corps. On considere l’application 
k k[X] — ¥ K qui permet d’identifier k a un sous-corps de K et done de consi- 
derer l’extension K/k. On note a la classe de X dans K : alors dans K . /(a) = 0, 
i.e. a est une racine de /. D’apres le theoreme (XI. 1.1), K = k(a). □ 

Exemples XIT .1.1. 

a) k = Q, f{X) = X 2 — 2; K = ®{V 2). 

b) k = R, f{X) = X 2 + 1; K = C. 

Proposition XU.1.2 (prolongement des isomorphismes). Soient k et k! deux corps 
et s : k — ■> k! un isomorphisme de corps. On note s : k[X] — > k'[X\ I’iso- 
morphisme d’anneaux prolongeant s (s(^X a iX l ) = Soit f(X) un 

polynome irreductible de fc[X]. 

(i) Le polynome s(f)(X) est irreductible dans £/[X]. 

(ii) Soient K (resp. I\') une extension de k (resp. k!) et a (resp. a') une racine 
de f(X) (resp. s(f)(X)) dans K (resp. K'). II existe un unique isomorphisme de 
corps a : k(a) — > k'(a') prolongeant s et tel que <r(a) = ol . 

Demonstration. L’assertion (i) est evidente. 

Pour l’assertion (ii), montrons d’abord l’unicite : un element y de k(a) s’ecrit 
y = a 0 + ... + an-ia" -1 , ou n est le degre de /. Done 

cr(y) = cr(a 0 ) + . . . + f7(a n _i)fj(o:) ri ^ 1 = s(a 0 ) + . . . + s(a n _i)a /n_1 , 

d’ou l’unicite. 

Pour montrer l’existence, considerons le diagramme suivant, on 0 et 0 r sont 
les isomorphismes etablis au theoreme (XI. 1.1) : 


k(a) k\a') 



k[X]/(f(X)) k'[X]/{S{f)(X)) 

S 

ou s est obtenu a partir de s par passage au quotient. On pose 

a = 0 /_1 oso0. □ 

Proposition XU. 1.3. Soient k un corps et f(X) un polynome irreductible de k[X]. 
Deux corps de rupture de f(X) sont k-isomorphes. 
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Demonstration. On applique la proposition XII. 1.2 avec k! = k et s = id □ 

Comllaiie Xn.1.1. Soient K/k une extension et a et a' deux elements de K alge- 
briques sur k. Les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) Les polyndmes minimaux respectifs de a et a' sont egaux 

(ii) II existe un ( unique ) k-isomorphisme de k(a ) surk{a') appliquant a sur a' . 


Demonstration. L’assertion (i) implique (ii) car : 

k(a) ~ k[X\/(M a (X)) = k[X]/{M a ,{X)) ~ k{a'). 

D’autre part, l’assertion (ii) implique (i) : en effet, en notant a le fc-isomorphisme 
dont l’assertion (ii) suppose l’existence, pour tout polynome P(X) E A:[X] on a 
a(P(a)) = P(a(a)) = P(o/). D’ou P(a) = 0 si et seulement si P(a') = 0. On en 
deduit que M a (X) = M a /(X). □ 

Definition Xn.1.2. Lorsque les conditions equivalentes ci-dessus sont verifiees, 
les elements a et ol sont dits conjugues. 


Remarque XII.1. . On precisera cette notion au chapitre suivant. 


Definition XII.1. . Soient k un corps, f(X) un polynome non constant de k\X] 
et K/k une extension. Le polynome f(X) se decompose dans K (ou est 
scinde dans K ) si f(X) = c(X—a i) . . . (X — a n ), ou c,a\, ... ,a n sont dans K. 


Autrement dit, dans A”[X] le polynome s’ecrit comme produit de facteurs de 
degre 1. 

Exemples XH.1.2. 

a) Le polynome A' 3 — 1 de Q[X] est scinde dans C. 

b) Le polynome X 4 — X 2 — 2 de Q[X] est scinde dans Q(i,V 2) 
(A 4 - A 2 - 2 = (X + i)(X - i)( X + y/2)(X- y/2)), mais pas dans Q(i) 
(A 4 - A 2 - 2 = (A + i)(A - /)(A 2 - 2)). 
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Definition XII.1. . Soient k un corps et f(X') un polynome non constant de 
k[X], On appelle corps de decomposition de f(X) sur k , une extension 
(algebrique) K/k telle que f(X) est scinde dans K , de racines aq, . . . ,a n et 
K = k(ai , . . . , a n ). 

Theoreme XII.1. 1. Soient k un corps et f(X) un polynome non constant de k[X\. 

(i) II existe un corps de decomposition de f(X) sur k. 

(ii) Deux corps de decomposition de f(X ) sur k sont k-isomorphes. 

Demonstration, (i). On fait un raisonnement par recurrence sur le degre de /. 

- Si d°f = 1, le resultat est evident. 

- Supposons le resultat vrai pour tout corps k et tout polynome de k[X] de 
degre inferieur on egal a n — 1 (n > 1). Soit f(X) 6 k[X] de degre n. Si 
f(X) n’est pas scinde dans k, il possede un facteur irreductible g(X) avec 
d°g > 1. Soit k(ot\) un corps de rupture de g(X). Dans k(a.i)[X], on a 
f(X) = ( X — ai)h(X) et d°h = n — 1. Done h(X) admet un corps de de- 
composition k(ai)(a. 2 , ■ ■ ■ , a n ) = K, qui est done un corps de decomposition 
de f(X) sur k. 

(ii). On demontre plus generalement le lemme suivant : 

Lemme XII.1. 1. Soient s : k — » k' un isomorphisme de corps, f(X) un polynome 
de k[X], K (resp. K' ) un corps de decomposition de f(X) (resp. s(f)(X)). Alors, 
il existe un isomorphisme de corps a : K — ► K' qui prolonge s. 

Demonstration. - Si d° f = 1, e’est evident. 

- Supposons le resultat vrai pour tout corps et tout polynome de degre infe- 
rieur ou egal a n — 1 et soit / un polynome de degre n. On considere 

K = k(ai, ... ,a n ), K ' = k'(a[, ... , a' n ) 
et 

f(X) = c(X - ai )...(X- a n ), s(f)(X) = c'(X - <x\) ...{X-a' n ). 

Soit g{X) un facteur irreductible de f(X ) admettant a ± comme racine dans K. 
En renumerotant les a[, on peut supposer que s(g)(X) admet a[ comme racine 
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dans K' . D’apres la proposition (XII. 1.2), il existe s i : k(ot\) — » isomor- 

phisme de corps qui prolonge s. D’ou, par hypothese de recurrence, il existe 

a : K = k(ai)(ot 2 , • • • ,a n ) — > K' = /c / (a' 1 )(a / 2 , . . . ,a' n ) 

qui prolonge si, done aussi s. □ 

Pour demontrer l’assertion (ii) du theoreme XII. 1.1, on applique ce lemme 
avec k! = k et s = id □ 


Remarques XIL1.2. 

a) Deux corps de decomposition d’un polynome ne sont pas canoniquement 
isomorphes. En effet l’isomorphisme depend de l’ordre dans lequel on ecrit les 
racines du polynome. 

b) Deux polynomes irreductibles distincts peuvent avoir le meme corps de 
decomposition (c/. exemples ci-dessous). 


Exemples XH.1.3. 

a) /(X) = (X 2 — 3)(X 3 + 1) se decompose dans C en 
f(x ) = (X + V3)(X - V3)(X + 1) (X + 


X - 


1-iVz 


On a done un corps de decomposition de /(X) qui est Q(z, \/3)- 

b) Les polynomes /(X) = X 2 — 3 et g(X) = X 2 — 2X — 2 sont irreductibles 
sur Q et admettent un corps de decomposition sur Q qui est Q(y/3). 

c) On considere le polynome /(X) = X 2 + X + 1 dans Z/2Z[X], Ce polynome 
est irreductible. Pour fabriquer un corps de decomposition sur Z/2Z de /(X), on 
doit adjoindre a Z/2Z un element a admettant /(X) comme polynome minimal. 


On a c? + a + 1 = 0, i.e. a 

2 

= -(a 

+ 1) = a + 1 (caracteristique 

K = {0, 1, a, a + 1}. On a 

alors 




+ 

0 

1 

a 

Ol -|- 1 

0 

0 

1 

a 

Ol -\- 1 
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0 

OL ~b 1 

a 

a 

a 

a + 1 
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Qt - hi 

a + 1 

a 

i 

0 

X 
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1 
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OL - hi 
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0 

0 
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0 

1 

a 

OL - hi 

a 

0 

a 

OL - hi 

i 

Ol -|- 1 

0 

OL - hi 

i 

a 
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(pour le tableau de la multiplication, on a a(a + 1) = a 2 + a = a + l + a = 
2a + 1 = 1). On en deduit que K est un corps et que 

X 2 + X + l = ( X -a)(X + a + 1). 

Autrement dit, le polynome f(X) = X 2 + X + 1 £ Z/2Z[X] est scinde dans 
Z/2Z(a), mais n’est pas scinde sur Z/2Z qui est l’unique corps strictement contenu 
dans Z/2Z(o;). Done Z/2Z(o;) est un corps de decomposition de X 2 + X + 1 sur 
Z/2Z. 

Exercice XIL1. 

1. Soient K un corps, P(X) un polynome de degre n de K[X], E un corps de 
decomposition de P(X). Montrer que [E : K] divise (n!). 

2. Soient K C C un corps et P(X) = X 3 + pX + q un polynome 
irreductible dans K[X\, dont on note a, 6, c les racines dans C. On pose 
d = (a — b)(b — c)(c — a). 

a) Ecrire les relations entre coefficients et racines pour P(X). En deduire que 
b + c = —a et (b — c)(—2q 2 + |) = d. 

b) Montrer que K(a,d ) est un corps de decomposition de P(X) sur K. 

c) Montrer que [K(a, d) : K] = 3 ou 6, suivant que le discriminant 
D(P ) = —4 p 3 — 27g 2 de P est un carre ou non dans K. (Indication : on remar- 
quera que d 2 est symetrique en a, b, c ; il s’exprime done en fonction des polynomes 
symetriques elementaires, done en fonction de p et q. Verifier que d 2 = D(P).) 

XII.2. -lotures algebriques 

L’etude du paragraphe precedent consistait a construire, pour un polynome 
non constant donne f(X) e k[X], une extension de k dans laquelle le polynome 
f(X) se decompose en un produit de polynomes du premier degre (corps de de- 
composition de f(X) sur k). 

L’objectif de ce paragraphe est de faire une construction analogue, valable 
pour tous les polynomes de k[X], 

Proposition XH.2.1. Soit k un corps. Les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) Tout polynome non constant de k[X ] se decompose, dans k[X], en un pro- 
duit de polynomes du premier degre 

(ii) Tout polynome irreductible de k[X] est du premier degre 

(iii) Tout polynome non constant de k[X ] a au moins une racine dans k 

(iv) Toute extension algebrique de k est triviale (i.e. egale a k). 
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Demonstration. II est evident que (i) implique (ii). 

Montrons que (ii) implique (iii) : puisque k[X] est principal, tout polynome 
f(X ) s’ecrit comme produit de polynomes irreductibles, done du premier degre. 
Un polynome du premier degre a une racine dans k. 

Pour montrer que (iii) implique (i), on precede par recurrence sur le degre 
de / : 


- le resultat est vrai si d° f = 1, 

- supposons le resultat vrai si d°f ^ n — 1 et soit / un polynome de degre n ; 
il existe a E k tel que /(a) = 0, d’ou f(X ) = ( X — a)g(X) et le resultat en 
decoule par hypothese de recurrence. 

Montrons que (ii) implique (iv) : soit a un element algebrique sur k. Le polynome 
minimal de a est de degre 1 , done dimkk(a ) = 1 , i.e. a appartient a k. 

Montrons que (iv) implique (ii) : soit f(X) E k[X] un polynome irreductible. 
Alors k[X]/(f) est un corps qui est une extension finie, done algebrique, de k. 
D’ou k[X]/(f) = k et dinikk[X]/(f) = 1 = d°f. □ 

Definition XII.2. . Un corps k qui verifie les conditions equivalentes ci-dessus 
est dit algebriquement clos. 


Theoreme XII.2.1. Le corps C des nombres complexes est algebriquement clos. 

On va donner deux demonstrations de ce theoreme. 

Premiere demonstration. Soit f(X) un polynome non constant de C[A], Si f(X) 
n’admet pas de racine dans C, la fonction est holomorphe dans C. Puisque 
lim| z |_ >+0O yp-j- = 0, la fonction ypy est bornee. Done, d’apres le theoreme de 
Liouville, elle est constante, d’ou une contradiction. □ 

Cette elegante demonstration analytique d’un resultat purement algebrique, 
comme les tres nombreuses interactions de l’algebre en analyse, est un exemple 
de l’unite des mathematiques que l’on a grandement tort de decouper en « ron- 
delles » ! ! 

Deuxieme demonstration ( cf . [25]). Cette demonstration « essentiellement » alge- 
brique utilise les ingredients suivants : 

a) Tout polynome de M[X] de degre impair admet une racine dans M (e’est une 
consequence du theoreme des valeurs intermediaires, seul ingredient analytique de 
la demonstration). 
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b) Tout polynome de C[X] de degre 2 a ses racines dans C. 

c) L’existence, pour tout polynome, d’un corps de decomposition. 

d) Les relations entre coefficients et racines d’un polynome. 

e) Le fait qu’un polynome symetrique est un polynome en les polynomes sy- 
metriques element aires. 

On va montrer que tout polynome non constant P(X) E C[X] admet une 
racine dans C. 

Soit P(X) le polynome dont les coefficients sont les conjugues de ceux de 
P(X). Le polynome F(X) = P(X)P(X) appartient a M[X]. Si F(X) a une racine 
a E C, alors soit P(a) = 0 et on a le resultat, soit P(a) = 0, mais alors P(a) = 0 
et on a le resultat. II suffit done de montrer que tout polynome non constant 
f(X) E M[X] C C[X] admet une racine dans C. Posons d = d°f et ecrivons 
d = 2 n q, q impair. On fait un raisonnement par recurrence sur n. 

Si n = 0, le degre de / est impair, d’ou le resultat d’apres a). 

Supposons le resultat vrai pour d = 2 n ~ 1 q (et f(X) unitaire). Dans un corps 
K de decomposition sur C de f(X), (C C K), on a 

d 

f(X) = Y[(X -ai), a\, . . . ,a d €. K. 

i= 1 

Soit c un element quelconque de M. On pose 

Pij — G,; T Otj + CCXj (Mj , i C J ■ 

II y a ^d(d + 1) elements (3 ij. Mais 

-d(d+ 1) = 2 n l q{d+ 1), 

et q(d + 1) est impair. 

On considere le polynome 


g(X) = H(X-p ij ). 

Ce polynome a pour coefficients les polynomes symetriques elementaires en les 
fiij, done des polynomes symetriques en les aj, a coefficient reels (puisque cEi). 
Done, d’apres e), ce sont des polynomes a coefficients reels en les polynomes syme- 
triques elementaires en les a*. Par consequent, d’apres d), les coefficients de g(X) 
sont reels. Comme son degre est de la forme 2 n ~ 1 q' 1 avec q 1 impair, par hypothese 
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de recurrence, il admet vine racine z c £ C. Cette racine est necessairement l’un 
des Pij . Done il existe i(c) et j(c) tels que 

*U(c) ~b ^j(c) d" ^C' 

Ceci est vrai pour tout c £ M. Or M est infini et l’ensemble des couples ( i,j),i ^ j, 
est fini. Done il existe d 7 ^ c tel que i(c) = i(c') et j(c ) = j(c'). Notons r et s ces 
indices. On a 

or ~t“ cxg “l - cotrQi-s — z c £ C 

Oiy Otg "1“ C OLyOLs — Zc' £ C. 

D’ou a r + a s et a r a s appartiennent a C et on en deduit que a r et a s sont racines 
d’une equation du second degre a coefficients dans C. Done, d’apres b), a r et a s 
appartiennent a C. D’ou f(X ) admet une racine dans C. □ 

Proposition XH.2.2. Un corps algebriquement clos est infini. 

Demonstration. Si K est un corps fini, K = {ai = 0 ,ci 2 = 1,03, • ■ ■ ,a„}, le poly- 
nome 

n 

f(X) = l[(X - ai) + 1 

1=1 

n’a pas de racine dans K, puisque pour tout i, /(dj) = 1. □ 

Remarque XH.2. . On en deduit done qu’un corps fini n’est jamais algebriquement 
clos. 

Definition XK2.2. Une extension E/K est une cloture algebrique de K si 
e’est une extension algebrique et si le corps E est algebriquement clos. 


Remarque XH.2.2. D’apres la proposition (XII.2.1.(iv)), un corps algebriquement 
clos est sa propre cloture algebrique. 

Theoreme XH.2.2. Tout corps admet une cloture algebrique. 

Demonstration. Soient K un corps et T l’ensemble des polynomes non constants de 
K[X\. On considere l’anneau K [Xf]f G j? ( cf . TR.VIII.D) et l’ideal a = (f(Xf)) 
engendre par les f(Xf). 

Montrons que a K[Xf] : si a = K[Xf\, alors 1 s’ecrit coinme combinaison a 
coefficients dans K[Xf] d’une famille finie /,; (X ffi.i = 1, . . . ,n. Soit D un corps 
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de decomposition sur K du polynome II i <*< n fi(X). Dans 0, en specialisant Xf. 
en une racine du polynome fi(X) pour i = 1, . . . , n et Xf en 0 pour les autres /, 
on obtient 0 = 1, ce qui est impossible. 

Puisque a ^ K[Xf], soit m un ideal maximal de K[Xf] contenant a. On 
pose K\ = K[Xf]/m. On identifie K a un sous-corps de K\ . i.e. K\/K est une 
extension. Soit af la classe de Xf dans K\ : alors f(af ) = 0 et af est une 
racine dans K\ du polynome f(X). Puisque ceci est vrai pour tous les af, ou / 
parcourt T , K\ est algebrique sur K et tout polynome non constant de it [X] a 
une racine dans K\. 

On construit K 2 a partir de K\ comme K\ a partir de ill et, plus generalement, 
K n a partir de K n _ \ par le meme procede, de sorte que tout polynome irreductible 
de K n _i[X] admet une racine dans K n . 

On pose K = U ngN iC n . Cette reunion a un sens puisque les K n , n G N, 
torment une suite croissante. D’autre part, pour tous x,y G K, il existe p G N 
tel que x G K p et y G K p : on considere l’addition et la multiplication de x et 
y effectuees dans K p . Puisque, pour tous p, q G N, p ^ q, K p est un sous-corps 
de K q , i.e. les structures de corps de K p et K q sont compatibles, les operations 
ci-dessus definissent bien une structure de corps sur K. 

Montrons que K/K est algebrique : Soit a G K, alors il existe n G N, tel que 
a appartienne a K n . Comme K = Kq C K\ C ... C K n et que chaque Ki+i/Ki 
algebrique, K n /K est algebrique et a est algebrique sur K. 

Montrons que K est algebriquement clos : soit f(X) G K\X\. Il existe n G N 
tel que f(X) G K n [X] ; il a done une racine dans K n+ 1 , done dans K. □ 


Exetvice XIL2. (^f) Soient p un nombre premier et IF p une cloture algebrique de F p . 

a) Montrer que si x est un element non nul de F p , x est une racine de l’unite. 

b) Montrer que si q\q' , alors ¥ q C F g /. 

c) Soit q = p n . Montrer qu’il existe un unique sous-corps de isomorphe a 
F,. ' 

d) Montrer que K = UneN* es ^ un corps et que e’est une cloture algebrique 
de tout corps fini de caracteristique p (done de F p ). 


Theoreme XII.2.3. Soient F/K et E/F des extensions algebriques et K une cloture 
algebrique de K . Tout K-morphisme de F dans K se prolonge en un K -morphisme 
de E dans K. 
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Demonstration. II faut montrer qu’il existe un A-morphisme E — > K tel que le 
diagramme 

F > E 


K = K 

commute. Soit £ l’ensemble des couples (L, h ) avec K C L C E et h : L — > K 
un A-morphisme. 

L’ensemble £ est non vide puisque (A, /) appartient a £. On munit £ d’une 
relation d’ordre 


((A, h) < (L',ti)) ^(LC L'eth\ L = h). 

Alors £ est un ensemble inductif, d’ou il existe un element maximal (Lq,Hq) E £ 
majorant ( F , f ) (c/. l’appendice a la fin de cet ouvrage). Montrons, par l’absurde, 
que Lq = E. Si Lq est strictement contenu dans A, il existe a E E \ Lq et 
soit M a ( X ) le polynome minimal de a sur Lq, M a (X) = ^ ^ ■ a* A* . Le polynome 
ho(cLi)X l appartient a A'[X] et a done au moins une racine S E K ( K algebri- 
quement clos). Considerons g : Lq(oi) — > K definie par a i— > 5 et g\L 0 = h o- Alors 
(Ao(a),5 f ) majore strictement l’element maximal (Lq, Jiq), d’ou une contradiction. 

□ 

Corollaire XII.2.1. Soient K un corps et K une cloture algebrique de K . Toute 
extension algebrique de K se plonge dans K . 


Demonstration. Soit E/K une extension algebrique. D’apres le theoreme (XII. 2. 3), 
il existe / : E — > K qui prolonge K c — > K. Comme / est forcement injectif, E 
peut etre identifie a un sous-corps de K. □ 

Remarque XII.2.3. On peut done identifier toute extension algebrique d’un corps 
K a un sous-corps d’une cloture algebrique A de A (cf. remar que XI 1.2. 4 ci- 
dessous). 

Comllaiie XH.2.2. Soient A un corps, K une cloture algebrique de A , E et F des 
sous-corps de A contenant A. Tout K-morphisme de E dans F se prolonge en 
un K -automorphisme de K . 

Demonstration. On a 

E -A !_► F » A. 
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On applique le theoreme (XII. 2. 3) : alors E — ■> F — ■> K se prolonge en 

K — ► K. 

Puisque K/K est algebrique, / est un automorphisme (d’apres la proposi- 
tion (XI. 1.5)). □ 

Comllaiw Xn.2.3. Deux clotures algebriques d’un corps sont isomorphes. 

Demonstration. Soit D une cloture algebrique de K : l’extension D/K etant alge- 
brique, d’apres le theoreme (XII. 2. 3), il existe un iv-morphisme s : D — ■> K tel 
que s(D) ~ fi. Done s(D) est algebriquement clos. On en deduit que K est une 
extension algebriquement close de s(D), done K = s(D). □ 

Proposition XH.2. J . Soient K un corps, L/K une extension algebrique, K une 
cloture algebrique de K et L une cloture algebrique de L. Alors K et L sont 
K -isomorphes. 

Demonstration. On & KcLcLetL/L est algebrique. Done L/K est algebrique 
et, puisque L est un corps algebriquement clos, L est une cloture algebrique de 
K. D’apres le corollaire (XII. 2. 3), K et L sont iOisomorphes. □ 

Renmques XU.2.4. 

a) II n’y a pas, en general, unicite de l’isomorphisme du corollaire XII. 2. 3. On 
ne doit done pas parler de LA cloture algebrique d’un corps, mais d’UNE cloture 
algebrique. 

b) Soient K un corps et Ei/K, i £ I, une famille quelconque d’extensions. 
On demontrera au TR.XII ci-apres qu’il existe une extension E/K telle que, pour 
tout i £ /, E, t s’identifie a une sous-extension de E, i.e. il existe un iv-morphisme 
injectif U{ : £) — » E. En considerant une cloture algebrique E de E , on en 
deduit que, pour toute famille donnee d’extensions Ei/K, les Ei, i e I, peuvent 
etre consideres comme des sous-corps d’une extension algebriquement close de K. 
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4b TR.XII. Plongements dans une cloture algebrique 

L’objectif de ce TR est de demontrer le resultat annonce a la re- 
marque (XII. 2. 3) ci-dessus, i.e. pour toute famille donnee d’extensions E^/K , 
il existe une extension E/K telle que, pour tout i G I, Ei s’identifie a une sous- 
extension de E. 

Pour cela, nous sommes amenes a introduire la notion de produit tensoriel de 
K-e spaces vectoriels et de XT-algebres. Cette notion, capitale en mathematiques, 
est definie pour les modules sur un anneau, mais, pour simplifier notre propos, 
nous ne l’etudierons que dans le cadre des espaces vectoriels et des algebres sur 
un corps commutatif. 

Dans tout ce qui suit, I\ est un corps commutatif. 

Produit tensoriel de deux 1^-espaces vectoriels 

et de deux 1^-algebres 

Soient E et F deux XT-espaces vectoriels : le produit tensoriel de E et F 
est le XT-espace vectoriel engendre par les elements x <8> y, x G E, y G F, soumis 
aux relations 

(x + x') <8> y — x ® y — x' ® y, 

x ® (y + y') — x ® y — x <8> y' , 

k(x <8> y ) — kx ®y, 

k(x <8> y) — x <S> ky , 

avec x, x' G E, y, y' G X, k G K. 

On le note E <8> F, ou E <8 )r E si l’on veut specifier le corps de base. 

On definit une application ip : E x F — ■> E <8 F par tp(x, y) = x®y,x^E, 
y G F. Nous allons montrer que le couple ( E <8> F, ip) est solution d’un probleme 
universel. 
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1. Montrer que pour tout K-espace vectoriel G et toute application K-bilineaire 
f : E x F — » G, il existe une unique application K-lineaire g : E®F — > G telle 
que f = g o ip. 

D’apres l’unicite de la solution d’un probleme universel, le probleme universel 
precedent caracterise le produit tensoriel de deux K -modules. 

2. Montrer que si Bp = et Bp = sont des bases des K-espaces 

vectoriels E et F respectivement, alors {e* <8> fj}u,j)elx J est une base de E (g> F. 

On en deduit que si x = 'YhiUKi et ?/ = '}2 J bjfj sont des elements de E et 
F respectivement (les coefficients a* et bj sont nuls, sauf un nombre ffiii d’entre 
eux), on a x <8> y = J2i,j( a i b j)( e i ® fj )• 

3. Montrer que 1 ’application deEnie par x <S> y i— > y <g) x est un isomorphisme de 
K-espaces vectoriels de E <S> F sur F <S> E. 

4. Montrer que les K-espaces vectoriels E <8) (F <8> G) et (E <S> F) <8> G sont cano- 
niquement isomorphes. 

5. Montrer que les K-espaces vectoriels E K et E sont canoniquement iso- 
morphes. 

On suppose maintenant que E et F sont des iO-algebres associatives, com- 
mutatives, unitaires. On remarquera qu’en identifiant, au moyen des morphismes 
structuraux, K a une sous-algebre de E et F respectivement, on peut supposer 
que l’element unite de K est aussi l’element unite commun de E et F. 

6. Montrer que le K-espace vectoriel E <8> F, muni de la multiplication deEnie 
par (x <S> y)(x' <g> y ') = xx' <8> yy' , que l’on etend lineairement, est une K-algebre 
associative, commutative, dont 1 ’unite est 1(8)1. 

7. Montrer que V application x e- *• x <8> 1 (resp. y i— > 1 <8> y) est un isomorphisme de 
E (resp. F) sur une sous-algebre E± (resp F\ ) de E <8) F. 

Produits tensoriels infinis 

On considere une famille quelconque de A"-espaces vectoriels. On de- 

finit le produit tensoriel (^ig/ A \ comme le quotient du AT-espace vectoriel des 
combinaisons lineaires formelles d’elements de riig/ Ei, a coefficients dans AT, par 
le sous-espace vectoriel engendre par les elements du type suivant : 

a) (xj) + (yi) — ( Zi ), avec xi + yi = zi pour un indice l arbitraire et Xi = yi = Zi 
pour tout i ^ l. 

b) (xi) — k(yi), avec k G K et xi = kyi pour un indice arbitraire l et Xi = yi 
pour tout i ^ l. 

On designe par ip l’application multilineaire riig/ Ei ^ ®iti Ei definie par 

(x^ <S>ieiXi. 
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8 Montrer que E t , ip) est solution d’un probleme universel analogue a celui 

expose ci-dessus. 

9 Si ( Ii)i£L est une partition de I, montrer que ^ ie iEi est canoniquement 
isomorphe a u K-espace vectoriel <S)ieL^> avec = (S Ep 

On suppose que est une famille de Ji -algebres associatives, commuta- 

tives, unitaires. 

10, Montrer que le K-espace vectoriel <S>iei E% , muni de la multiplication deBnie 
par {®i£iXi)(®i & iyi) = ®i & i(xiyi), est une K-algebre associative, commutative, 
unitaire. 

Pour tout indice l & I, on consider e le morphisme d’ algebres 


fi : E, — > (^) Ei 

i£l 


defini par fi(x) = ®i^iyi, avec yi = x et iji = 1 pour tout i ^ l. 

11. Montrer que pour tout l ^ m, tout element de fi(E{) commute avec tout 
element de f m (E m ). 

On appelle produit tensoriel des algebres Ei, que l’on note (x) , l , Ei, la 
sous-algebre de <S>iel ^i engendree par les fi(Ei). Elle est done formee des sommes 
finies d’elements de la forme (g ig/Xj, ou Xi = 1, sauf pour un nombre fini d’indices. 

12. Montrer que pour tout l G I, fi est un isomorphisme de Ei sur la sous-algebre 

ME i) de® {I) Ei. 

Comme dans le cas de deux algebres, on peut identifier les elements unites de 
K, Ei et fi(Ei), i parcourant I. 


Cas des extensions 

On suppose maintenant que (E/)i^i est une famille d’extensions de K. On 
pose F = <S>(i) Ei et on considere un ideal maximal m de F. 

13. Montrer que pour tout i G I, fi(Ei) O m est un ideal de fi(Ei). 

14. En deduire que, pour tout i G I, la restriction a fi(E { ) de la projection 
canonique it : F — > F/m est injective. 

15. Deduire de ce qui precede que la reunion des corps ir(fi(Ei)), i G I, engendre 

F/m. 

16. Montrer que, en posant E = F/m et Ui = it o i G I, les conditions decrites 
a la remarque (XII. 2. 3) sont. satisfaites. 
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TP.XII. Calculs dans les corps de nombres 

Ce TP fait suite au TP.XI et poursuit l’etude des corps de nombres, c’est-a- 
dire des extensions finies de Q. On commence par illustrer la notion de corps de 
rupture et de corps de decomposition, puis on s’interesse a des extensions Q(a, b). 

Par exemple, comment trouver le polynome minimal de 6+Aa, A £ Q, a partir des 
polynomes minimaux de a et 6? On y repond en utilisant la norme, dont il a ete 
question au sein du TP.XI. Cela permet de donner un algorithme de determination 
d’un element primitif de l’extension Q(a, b)/Q. Pour finir, on demontre certaines 
identites algebriques remarquables dues a Ramanujan, en calculant dans des corps 
de nombres. 


Corps de rupture, corps de decomposition 

Soient P £ Q[x] et Q(a) l’extension de Q definie par une racine a d’un po- 
lynome irreductible Q £ Q[i], A une constante pres, Q est le polynome minimal 
fj, a de a sur (Q) et Q(a) ~ Q[x]/(Q). Apres avoir defini algebriquement a par 
alias (a=RootOf (Q ,x) ) sous MAPLE, la commande factor(P,a) donne la facto- 
risation de P , dans Q(a)[x], en produit de polynomes irreductibles. On obtient 
la liste des facteurs (avec multiplicites) par f actors (P, a) et la liste des racines 
(avec multiplicites) de P dans Q(a) par roots (P, a). Les commandes factor (P), 
factors (P) et root(P) ont trait a la decomposition et aux racines sur Q. 

Si P est irreductible et si Ton prend Q = P. le corps Q(a) est un corps de 
rupture de P. II y a autant de tels corps que de racines complexes de P, mais la 
« definition » alias (a=RootOf (P,x) ) ne tient compte que de P. Comme on l’a 
vu, revaluation algebrique dans Q(a) est equivalente a calculer dans Q[x]/(P), la 
racine a correspondant a la classe de x modulo P. C’est la construction du corps 
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de rupture. Preciser de quelle racine il s’agit par alias (a=RootOf (P ,x, index=i) ) 
n’influe pas sur ces algorithmes algebriques. 

Les calculs sur les polynomes a coefficients dans Q(a) s’effectuent comme 
suit : evala(Quo(A,B,x)) et evala(Rem(A,B,x)) pour le quotient et le reste, 
evala(Gcd(A,B) ) pour le calcul du pgcd. 

Un corps de decomposition n’est pas unique a isomorphisme unique pres, aussi 
doit-on parler d’« un » corps de decomposition. Par contre, lorsque l’on fixe une 
cloture algebrique (par exemple C) dans laquelle P est scinde, c’est le sous-corps 
engendre par le corps de base et les racines de P. Aussi peut-on parler « du » 
corps de decomposition de P, puisque MAPLE possede un algorithme numerique de 
calcul d’approximation des racines (commande evalf (allvalues (a) ) ) et ordonne 
les racines a partir d’un ordre sur C qui est done en arriere-plan. Par contre, on 
dira que Q[x]/(Q) est « un » corps de decomposition de P (si c’est le cas), puisqu’il 
n’est pas fait reference a C. 

1. a) Prenons P = x 3 + 2x 2 — x — 1. Tester l’irreductibilite de P sur Q et verifier 

que tout corps de rupture de P est egalement corps de decomposition. Les 
racines de P s’expriment done comme des polynomes en l’une quelconque 
d’entre elles. On dit que le polynome irreductible P est normal. 

b) Decomposer P = x 3 + 7x 2 + 19x + 21 sur Q. En deduire un corps de rupture 
et le corps de decomposition. Decomposer egalement P sur Q(i) et Q(iy/ 3) 
(ou C = M(i), i 2 = —1). Que dire de ces deux corps par rapport a PI 
Decrire un isomorphisme Q[x]/(® 2 + 3) — > Q[x]/(x 2 +4x + 7) entre les deux 
corps de decomposition (il y a deux tels isomorphismes). 

2. Soient P = x 3 — 2x + 2 et a une racine de P. Verifier que la liste des facteurs 
de la decomposition en irreductibles de P dans <Q)(a)[x] contient un element 
R de degre 2 et definir sous Maple une racine b de ce facteur (la commande 
op( [2,i, 1] , f actors (P, a)) permet d’obtenir le i-ieme facteur, mais atten- 
tion, l’ordre des facteurs differe a priori a chaque appel de la commande 
factors; se rappeler qu’un algorithme probabiliste se cache derriere cette 
commande) . 

Decomposer P dans Q(a,6)[x] a l’aide de la commande f actor(P,{a,b}). En 
deduire le degre sur (Q) du corps de decomposition de P. Verifier que ce degre 
divise deg(P)! (c/. exercice XII. 1). Enhn, tester la ligne suivante : 

> PolynomialTools [Split] (P,x, ’r’) ; r; 

MAPLE sait done determiner un corps de decomposition, du moins pour des 
polynomes de bas degre. 
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II est possible de mener des calculs dans Q(a, b) ~ Q(a)[x]/(i?) : tester 
evala(a~7*b~3) et verifier que le polynome en b obtenu, a coefficients dans 
Q(a ) , correspond au reste de la division euclidienne de aJx 3 par R dans Q(a) [x\ . 

Autour du theoreme de l’element primitif 

Le theoreme suivant sera demontre au chapitre XIII : 

Theoreme 1. Toute extension finie L/Q admet un element primitif c (i.e. 

L = Q(c)). 

Ainsi, pour a et b deux nombres algebriques (de degres respectifs m et n sur 
Q), l’extension Q(a, 6)/Q est monogene. Mieux encore, on demontre que l’on peut 
prendre c = b + A a, avec A un entier tel que 1 ^ A ^ (rn — l)(n — 1) + 1. Le 
theoreme en decoule, par recurrence. 

3. (a) Dehnir a = \/2 et b = \/3 a l’aide de la commande RootOf. Quel est le 

degre de Q(a, b ) sur Q ? 

(b) Soit a une racine de P = x 3 + x+l et b vine racine de Q = x 3 — x 2 +Tx — 3. 
Factoriser Q dans <Q)(a)[x]. De quel facteur a est-il racine? On constatera 
qu’il y a, en fait, deux choix possibles, qui conduisent a des extensions 
Q(a, b) = (Q(a))(6) de degres sur Q differents. En d’autre termes, les po- 
lynomes minimaux de a et de b ne determinent pas l’extension Q(a, b) /Q. 

Si l’on suppose de plus que a et b sont reels, de quel facteur s’agit-il? 

Une fagon de s’en sortir est de recourir a des methodes numeriques : 
evaluer chaque facteur en des approximations numeriques de a (parmi 
evalf (allvalues (a) )) et b. En deduire le degre de Q(a, b)/Q dans ce 
cas precis. 

Remarque. On peut aussi preciser le choix de la racine directement au 
niveau du RootOf grace a l’option index=, ce qui permet revaluation 
numerique via evalf a posteriori. Cependant, on se gardera de proceder 
ainsi systematiquement, car le recours a des methodes numeriques n’est 
qu’occasionnel. 

4 On va maintenant determiner le polynome minimal sur Q d’un element 
c = b + A a, A £ Q, en fonction des polynomes minimaux P = fi a de a sur 
Q et R. = /if,,Q( a ) de b sur Q(a), ce qui dehnit bien l’extension Q(a,b)/Q. De- 
montrer que la norme (voir TP.XI) N = Aq( q )/q(P(x — Ao)) est un multiple du 
polynome minimal fj, c de c sur Q. (On utilisera la proposition 4 du TP.XI). En 
deduire une procedure minimal2:=proc (lambda, R, a, P) renvoyant fi c . L’ap- 
pliquer aux deux exemples de la question 3, ahn de determiner des elements 
primitifs. 
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5. On va automatiser cela : avec les notations de la question precedente, demon- 
trer que c est primitif si et seulement si N est sans facteur carre. En deduire 
une procedure primitif : =proc (R, a, P) renvoyant un couple (A,//) tel que 
b + Aa soit un element primitif de polynome minimal fi sur Q. Tester avec 
P = x 3 — 2x + 2 et R le facteur de degre 2 obtenu en decomposant P sur Q(a). 
En deduire un element primitif du corps de decomposition de P. 

On desire maintenant exprimer a et b en fonction d’un element primitif 
c = b + Aa de Q(a, b), connaissant les polynomes minimaux fi a et fib, et A ayant 
ete determine par la methode exposee precedemment. 

Proposition 1. Avec les notations precedentes (et X^O), on a 

x — a = pgcd (fi a ,fib(c -Ax)). 

On obtient done a en prenant l’oppose du coefficient constant de 
pgcd (fi a ,fib(c — Ax)), ce pgcd (unitaire) etant calcule dans Q(c)[x]. 

Demonstration. Ecrivons la decomposition en irreductibles fib = P\ . . . P r dans 
<Q)(a)[x] et supposons que b soit racine de Pi. Alors fi c est de degre mn, ou 
l’on a pose m = deg fi a et n = deg Pi. Sur C, les polynomes se scindent en 

fi a = n^LiC^ — a i ) e t Pi = n?=i(* — &i,j) et l’on peut supposer que a = a\ et 

& = &i,l- 

Soit a i : Q(a) C les m plongements definis par <jj(a) = ai ; le poly- 
nome rJl P\ obtenu en appliquant a, aux coefficients de Pi se decompose sur C 
en cr,: Pi = n" = i(x — tous les bij etant distincts deux a deux car fib est a 
racines simples. On a alors mn plongements Q(c) = Q(a, b) ^ C qui peuvent etre 
definis par a i,j(a) = ai et a i,j(b) = bij. Ils sont deux a deux distincts, done aussi 
les conjugues crjj(c) = bij + A a^. 

Revenons a pgcd (fi a , fib{c— Ax)) : ses racines sont parmi les ai. Or ai est racine 
de fib(c — Ax) si et seulement si c — A a, est racine de fib- De plus, c n’est egal a 
bij + A ai que pour ai = a (et b hJ = b). Le pgcd vaut done x — a. □ 

6 Mener les calculs sur l’exemple de la question 3 (b), lorsque Q(a, b) = Q(c) 

est de degre 6 sur Q. On exprimera a et b comme des polynomes en c. Verifier 
numeriquement que les differentes approximations complexes de a = a(c), 
obtenues lorsque c decrit les racines de son polynome minimal fi c , coincident 
avec les valeurs des racines de fi a . 

Effectuer egalement une verification de type algebrique : decomposer P sur 
Q(c), verifier que a(c) est racine et que le produit des deux autres facteurs de 
degre 1 (ce polynome s’avere scinde) coincide avec le facteur indecomposable 
de degre 2 sur Q(a). 
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Enfin, ecrire une procedure primitif2:=proc(R,a,P) renvoyant, en fonction 
de 1’ extension Q(a,b) definie par P = et R = Hb,Q(a)^ un quadruplet 
(A, He, a(c), 6(c)), ou c = b + Aa est un element primitif de polynome mini- 
mal fi c , et a(c), b(c ) sont deux polynomes en c correspondant a l’ecriture de a 
et b dans Q(c) respectivement. (Attention, les alias (RootOf) ne fonctionnent 
pas a l’interieur d’une procedure : il faut se contenter d’un RootOf.) Tester en 
comparant avec le result at de la commande 

evala(Primf i eld ({a, Root Of (R,x) }) ) 

de Maple. 

Le probleme de la determination d’un element primitif se pose parfois, dans 
la pratique, en les termes suivants : on se donne deux elements de Q(c), de- 
finis comme des polynomes U(c) et V(c), et il s’agit de determiner un ele- 
ment primitif W(c) de Q(U(c),V(c))/Q. On cherche alors W sous la forme 
W = U + XV et l’on remarque que W (c) convient si et seulement si V (c) appar- 
tient a Q(W(c)). C’est un probleme d’algebre lineaire : notant [Q(c) : Q] = n, 
on ecrit V(c) dans la base (1, c, . . . , c n_1 ) (on obtient un vecteur v) ainsi que la 
matrice M dont les vecteurs colonnes sont les W(c) 1 , 0 ^ i ^ n— 1 (ces derniers 
engendrent <Q)(W(c)) qui est de dimension au plus n sur Q). La condition re- 
vient a verifier que la matrice augmentee <v I M> (en notation Maple) a meme 
rang que M, ce que l’on realise avec la commande LinearAlgebra[Rank] . 

Traiter l’exemple 

[i c = x 6 - 12x 4 + 36x 2 + 76, 

17(c) = 4/9 + c/2 - 5c 2 /18 + c 4 /36, V{c) = -8/9 + 5c 2 /9 - l/18c 4 , 
en essayant A = 1, puis 2. Enfin, ecrire une procedure 

primitif 3: =proc(H, c,U, V) 

renvoyant (A,/iw) en fonction de c, de polynome minimal ijl c = H, U et V. 

Identites remarquables de Ramanujan 

On desire verifier les deux identites suivantes, observees par le mathematicien 
Ramanujan : 


y /$ 2 - 1 = S/T/9- ^2/9+ ^4/9, (XII.l) 

(^2+ ^20- v^5)/3. (XII.2) 
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8. Premiere identite. 

(a) Verifier que l’identite est vraie a 10~' 3 ° pres (utiliser la commande 
Digits). 

(b) Definir sous MAPLE \/2 comme racine a de son polynome minimal sur 
Q, puis determiner le polynome minimal de b = \/a — 1 sur Q(a) et, 
enfin, sur Q. Definir alors directement b sous MAPLE comme racine d’un 
polynome irreductible de Q[x]. 

(c) Factoriser le polynome x 3 — 1/9 dans Q(b) [x] et montrer qu’il possede une 
unique racine dans Q(6), notee c. Pourquoi s’agit-il de y/l/9 ? Exprimer 
c comme un polynome en b. Faire de meme avec x 3 — 2/9 et x 3 — 4/9, 
dont les racines (uniques) dans Q(6) seront notees d et e respectivement. 

(d) Verifier que 2c 2 = de a l’aide d’une evaluation algebrique. Est-ce eton- 
nant ? Demontrer que b = c — d+eet conclure. 

9. Seconde identite. 

(a) Verifier que l’identite est vraie a 10 _3 ° pres. 

(b) Definir sous MAPLE (resp. v^4) comme racine a (resp. b) de son po- 
lynome minimal sur Q. Verifier que c = a — b est un element primitif de 
Q(a, b) et calculer son polynome minimal sur Q. 

(c) Calculer le polynome minimal de d = \/c sur Q. (On commencera par 
determiner le polynome minimal sur Q(c).) 

(d) Verifier que x 3 — 2 possede une unique racine dans Q(d), notee e. Pourquoi 
s’agit-il de \/2? Exprimer e comme un polynome en d. Faire de meme 
avec x 3 — 20 et x 3 — 25, dont les racines (uniques) dans Q(d) seront notees 
f et g respectivement. 

(e) Demontrer que d = (e + / — g)/3 et conclure. 
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EXTENSIONS NORMALES, SEPARABLES 


Ayant trouve une extension L/K dans laquelle un polynome f(X ) G K\X\ 
admet une racine, il n’est pas certain que L contienne toutes les racines de f(X). 

Par exemple, M ne contient qu’une seule racine du polynome X 3 — 1 G Q[X], Pour 
pallier cet inconvenient, nous introduisons la notion d’extension normale. Si une 
telle extension contient une racine d’un polynome, elle les contient toutes. De ce 
fait, elle a un tres bon comportement par rapport a l’action du groupe de Galois. 
Cependant, si les racines ne sont pas toutes simples, les corps de decomposition 
du polynome « manquent » de A-automorphismes . Ceci n’est pas le cas lorsque 
1 ’extension est separable. 

II apparaitra, au chapitre suivant, que les extensions qui peuvent etre etudiees 
grace a leur groupe de Galois sont les extensions normales et separables. 

Toutes les extensions considerees dans ce chapitre 
sont algebriques. 

XIII. 1. Extensions et elements conjugues 


Dans ce paragraphe, on fixe un corps k : on sait (c/. remarque XII. 2. 3), que 
toutes les extensions de k sont plongees dans une extension algebriquement close 
D de k. Dans toute la suite, on prendra D = k. 

Definition XDL1. . Soient E/k et F/k deux extensions. On dit que E/k et 
F/k sont conjuguees dans D s’il existe un /c-automorphisme a de D tel que 
ct(E) = F. Deux elements a et /3 de D sont conjugues sur k s’il existe un 
fc-automorphisme a de D tel que cr{ot) = (3. 


Chapitre XIII. Extensions normales, separables 


Proposition XIII. 1.1. Soient a un element algebrique sur k et (3 £ D. Les assertions 
suivantes sont equivalentes : 

(i) f3 est conjuge de a sur k 

(ii) (3 est racine de M a (X ) 

(iii) II existe un k-morphisme a : k(a ) — > Ll tel que a(a) = /3. 

Demonstration. C’est une consequence evidente des corollaires (XII. 1.1) 
et (XII. 2. 2). □ 

XIII. 2. Extensions normales 

On etudie maintenant une notion intermediate entre corps de decomposition 
d’un polynome et corps algebriquement clos. 

Proposition Xm.2.1. Soient K/k une extension algebrique, k une cloture algebrique 
de k contenant K . Les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) K est le corps de decomposition sur k d’une famille de polyndmes de k[X ] 

(ii) Tout k-morphisme a de I\ dans k est un k-automorphisme de K , i.e. 
a(K) = K 

(iii) Tout polynome irreductible de k[X] qui a une racine dans K est scinde 
dans K. 

Demonstration. Montrons que (i) implique (ii) : considerons {/j(X)}j g / une fa- 
mille de polynomes de k[X ] dont K soit un corps de decomposition. Soit 
a £ K line racine d’un fi(X ) ; pour tout /c-morphisme a : K — > k on a : 
0 = a (fi(a)) = fi(a(a)). Puisque K est un corps de decomposition des fi(X ), 
il est engendre par les racines des fi(X), done cr(K) C K, i.e. a est un 
fc-endomorphisme de K. Mais K/k est algebrique, done, d’apres la proposi- 
tion (XI. 1.5), c’est un /c-automorphisme. 

Montrons que (ii) implique (i) : soient a £ K et M a (X) son polynome minimal. 
Soit (3 une racine de M a (X) dans k. Alors, d’apres la proposition (XII. 1.2), il existe 
un /c-isomorphisme a : k(a ) — > k(/3 ) tel que a(a) = j3. On a k(a ) — » k{(3) — > k. 
Comme k(a) C K , d’apres le theoreme (XII. 2. 3), a se prolonge en un /c-morphisme 
a : K — > k, qui, par hypothese (ii), est un /c-automorphisme de K. Done 
(7 = cr(a) = (3 £ K. Ceci montre que toutes les racines de M a (X) sont dans K. 
Ceci est valable pour toils les M a (X), a G K, done K est un corps de decompo- 
sition d’une famille de polynomes de fc[X]. 
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La demonstration ci-dessus prouve que (ii) implique (iii). Montrons que (iii) 
implique (ii) : soit a : K — ■> k un /c-morphisme. Soient a E K et M a (X) son 
polynome minimal. Alors er(a) est racine de M a (X) done, par hypothese (iii), 
appartient a K. D’ou a est un fc-endomorphisme de K et, d’apres la proposi- 
tion (XI. 1.5), est un /c-automorphisme de K. □ 

Definition Xm.2. . Une extension algebrique K/k satisfaisant aux conditions 
equivalentes ci-dessus est dite normale. 

Exemples XIH.2.1. 

a) Un corps de decomposition d’un polynome irreductible de k[X] est une ex- 
tension normale de k. Par exemple, une cloture algebrique k de k est une extension 
normale de k. 

b) Q( ^2, j $2, j 2 ^2) est une extension normale de Q, car corps de decomposi- 
tion sur Q du polynome A 3 — 2. 

c) Q(^2) n’est pas une extension normale de Q, car le polynome minimal de 
v^2 n’est pas scinde dans Q(-v^2). 

Remarque XIU.2.1. 

a) Une extension K/k est normale si et seulement si elle est identique a toutes 
ses conjuguees sur /c, en vertu de la proposition (XIII.2. l.(ii)) . 

b) Si K/k est normale et a E K, tous les conjugues de a appartiennent a K. 

Exercice XIH.1. 

1. Montrer que toute extension de degre 2 est normale. 

2. Soient k un corps, k une cloture algebrique de k et L/k une extension 
algebrique de k, L G k. Montrer que &((J CT o(L)), ou a parcourt l’ensemble des 
A:-morphismes de L dans k, est une extension normale de k (qui contient L). 

Remarque XIH.2.2. On sait que si k est un corps et k est une cloture algebrique 
de k, toute extension algebrique L/k se plonge dans k (corollaire XII. 2.1). L’exer- 
cice XIII. 1.2 ci-dessus montre done que, pour toute extension algebrique L/k , il 
existe une extension normale N/k (contenue dans k), avec k C L C N {cf. aussi 
definition (XIII. 2. 2) et suivants ci-dessous). 

Exercice XHL2. Soient k C C un corps et f(X) E k[X] un polynome irreductible 
de degre 3 et de discriminant D = d 2 , d £ C (pour la definition du discriminant cf. 
l’exercice XII. 1). Soit o E C une racine de f(X). Montrer que l’extension k(a)/k 
est normale si et seulement si d est dans k. (Indication : on utilisera les resultats 
de l’exercice XII. 1.) 
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Proposition Xm.2.2. Soient L/K etK/k des extensions. SiL/k est normale, alors 
L/K est normale. 

Demonstration. Tout if-morphisme de L dans k est aussi un /c-morphisme. done 
un automorphisme de L. □ 

Attention. Avec les notations ci-dessus : 

a) L/k normale 7 ^ K/k normale. 

b) ( K/k normale et L/K normale) 7 ^ L/k normale. 

En effet, considerons les exemples suivants : 

a) k = Q, K = Q(^2), L = Q(ty2jty2,fty2). 

b) k = Q, K = Q(\/2), L = Q(\/2). Alors \K : k] = \L : K\ = 2, les extensions 
K/k et L/K sont done normales, mais L/k n’est pas normale car L ne contient 
pas toutes les racines du polynome X 4 — 2. 

Remarque Xm.2.3. On donnera, a la proposition (XIII. 2. 6 ) ci-dessous, sous cer- 
taines hypotheses, une condition necessaire et suffisante pour que L/k normale 
implique K/k normale. 

Proposition Xm.2.3. Soit Ki/k, i E I, une famille d’extensions normales, Ki C k. 
Alors fl iei R i et MU 6 / K/) sont des extensions normales de k. 

Demonstration. Soit a un Axautomorphisme de k. Alors cr(Ki) = Ki, pour tout 
i £ /, d’ou Ki) = Hig/ K % et Hig/ Ki est une extension normale de k. On 

verihe que cr(k(\J i£l K/)) = k({J i£l Ki), d’ou k(\J i£l Ki) est normale. □ 

Definition Xm.2.2. Soit K/k une extension algebrique. On appelle extension 
normale de k engendree par K, ou cloture normale de l’extension K/k, 
la plus petite extension normale de k (dans k) contenant K. 

Remarque XUI.2.4. 

a) La remarque qui suit l’exercice XIII. 1 et la proposition precedente montrent 
que la definition ci-dessus est consistante. II est clair que la cloture normale de K/k 
est l’intersection de toutes les extensions normales de k (dans k) contenant K. 

b) Cette cloture normale est independante, a /i-isomorphisme pres, de la 
cloture algebrique choisie k. Notons N la cloture normale de K/k contenue dans 
k. Soient X une autre cloture algebrique de k et M la cloture normale de K/k 
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contenue dans E. Alors k e t S sont deux clotures algebriques de k, done de A. 
D’apres le corollaire (XII. 2. 3), il existe un A'-isomorphisme 9 : k — > E et, d’apres 
le theoreme (XII. 2. 3), l’inclusion i : A — > A se prolonge en un A-morphisme 
j : M — » A. Le morphisme compose 9 o j est un A-morphisme de M dans E 
et, puisque M/k est normale, 6 o j(M) = M. On en deduit que j(M)/k est une 
extension normale contenant K, d’ou N C j(M). Mais, si N etait strictement 
contenu dans j(M), alors 9(N) serait une extension normale de k contenant K 
et strictement contenue dans 9 o j(M) = M, ce qui est impossible puisque M 
est la plus petite extension normale de k contenant K et contenue dans E. Done 
N = j(M) et M = 9 o j(M) = 9(N). Ainsi, le A-morphisme 9 : k — » E induit 
un A-isomorphisme de N sur M. 

Proposition XUI.2.4. Soient k un corps, k une cloture algebrique de k et A une 
partie de k. Si B est V ensemble de tous les conjugues sur k des elements de A, 
k(B ) est I’extension normale de k engendree par k(A). 


Demonstration. Toute extension normale de k contenant A doit contenir B 
( cf . remarque XIII. 2. l.b), done k(B). De plus, k(B) est une extension nor- 
male de k, car pour tout fc-automorphisme cr de k, on a a(B) C B, done 
a(k(B)) = k(a(B)) C k(B). Evidemment k(B) D k(A). C’est done l’extension 
normale de k engendree par k(A). □ 

Comllaiw XHI.2.1. 

(i) Si K/k est une extension algebrique finie, I’extension normale de k engen- 
dree par A est finie sur k. 

(ii) Toute extension normale N/k est reunion des sous-corps de N qui sont 
des extensions normales finies de k. 


Demonstration, (i). On a A = k(A) avec Card(A) < +oo, done l’ensemble B des 
conjugues est fini, puisque les elements de B ont memes polynomes minimaux que 
les elements de A. D’ou [k(B) : k] < +oo. 

(ii). L’extension N est reunion des k(A ), ou A parcourt l’ensemble des parties 
finies de N. Done N est reunion des extensions normales de k engendrees par les 
k(A) qui, d’apres (i), sont finies sur k. □ 


Proposition Xm.2. . Soient E/k une extension algebrique normale, L et L' deux 
corps intermediaires. Les corps L et L' sont conjugues si et seulement s’il existe 
un k-automorphisme s de E tel que s(L ) = L' . 
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Demonstration. Si L et L' sont conjugues, il existe un A-automorphisme a de k tel 
que <r(L) = L' . On a done un Avmorphisme 

s:E^k^k 

tel que s(L ) = L' . Puisque E/k est normale, s est un A-automorphisme de 
E. Reciproquement, si s est un Axautomorphisme de E, il se prolonge en un 
Axautomorphisme a de k et si s{L ) = L' , alors a(L ) = L' . □ 

Proposition XIH.2.6. Soient E/k une extension normale, Gal(E/k ) son groupe de 
Galois, L un corps intermediate, k C L C E. Les assertions suivantes sont 
equivalentes : 

(i) L ’extension L/k est normale. 

(ii) Pour tout s dans Gal(E/k) , s(L ) = L. 

Demonstration. C’est une consequence de la remarque (XIII. 2.1. a) et de la propo- 
sition (XIII. 2. 5). □ 

XIII. 3. Extensions separables 

Definition Xm.3. . Soit k un corps. 

a) Soient f(X ) £ k[X] un polynome non constant et K un corps de de- 
composition de f(X) sur k. On dit que le polynome f(X) est separable sur 
k s’il n’a que des racines simples dans K. 

b) Soient K/k une extension algebrique et a un element de K. On dit que 
a est separable sur k si son polynome minimal sur k est separable sur k. 

c) Une extension algebrique K/k est dite separable si tous les elements 
de K sont separables sur k. 

Exemples XUL3.1. 

a) Si k est un corps de caracteristique nulle, tout polynome irreductible non 
constant de k[X] est separable sur k ( cf . corollaire XI. 1.1). 

b) Donnons ici un exemple d’un polynome irreductible non separable. Soient 
p un nombre premier, k = Z/pZ, a un element transcendant sur k. On pose 
K = k(a ) et on considere f(X ) = X p — a £ A^X]. Soient E un corps de decom- 
position de f(X) sur K et a une racine de f(X) dans E. On a aP = a, d’ou, dans 
K[X], on a 

(X - a) p = X p - o? = X p - a = f(X). 
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L’unicite de la decomposition d’un polynome en produit de polynomes irreduc- 
tibles implique que a est l’unique racine de f(X), de multiplicite p. 

Montrons maintenant que le polynome f(X) est irreductible. En effet, si 
f(X) = g(X)h(X ) E K[X\, avec g et h polynomes unitaires, d° g(X) < d° f(X) et 
d°h(X ) < d°f(X), alors, d’apres ce qui precede, g(X) = (X — a) s avec 0 < s < p, 
d’ou a s £ K. Mais puisque p est premier et s < p, il existe (u,v) £ Z x Z tels que 
1 = us + vp, d’ou a = a us+vp = ( a s ) u (a p ) v = ( a s ) u a v £ K, i.e. a £ K. On peut 
done exprimer a sous la forme a = , avec m(a) £ k[a\ et n(a) £ k[a], m(a) 

et n(a) premiers entre eux. On en deduit que a = , i-e. an(a) p — m(a) p = 0, 

d’ou la contradiction puisque l’element a est transcendant sur k. 

c) Un element a d’une extension algebrique K/k est separable sur k si et 
seulement si le nombre de conjugues de a sur k est egal au degre du polynome 
minimal de a sur k. 

On a fait au b) ci-dessus une demonstration « a la main », mais on aurait 
pu appliquer le critere general suivant, qui est une consequence immediate de la 
proposition (XI. 1.6) : si k est un corps de caracteristique p > 0, un polynome 
irreductible f(X) £ k[X] est separable si et seulement si f(X) 0 k[X p ]. 

La proposition (XIII. 3) ci-dessous precisera l’ordre de multiplicite des racines 
dans le cas des corps de caracteristique p > 0. 

Exewice XIIL3. Soient K un corps de caracteristique p et E/K une extension 
finie. Montrer que, pour tout element a de E dont le polynome minimal M a {X) 
n’est pas separable, le degre \K{a) : K] est divisible par p. En deduire que si 
[E : K] est premier avec p, l’extension E/K est separable. 

Proposition XIH.3.1. Soient K/k une extension algebrique, k une cloture algebrique 
de K et a un morphisme de corps de k dans k. Alors le cardinal de I’ensemble S a 
des prolongements de a a K (i.e. des morphismes de corps de K dans k dont la 
restriction a k est a) est independant de a. 

Demonstration. L’isomorphisme a : k — » cr(k) se prolonge en un k- 
automorphisme 9 de k (corollaire XII. 2. 2). Alors l’application A i— > 9 o A est une 
bijection de l’ensemble des fc-morphismes K — > k dans S a . □ 

Remarque XHI.3.1. 

a) Dans ce qui precede, nous avons considere les /c-morphismes K — ■> k, i.e. le 
cas ou <7 est l’inclusion k C k. Nous avons besoin de faire varier a pour demontrer 
la proposition (XIII. 3. 3) ci-dessous. 
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b) Le cardinal de S a est egalement independant du choix de k. En effet, cela 
resulte du fait que le nombre de /c-morphismes K — > k est independant de k : si 
O est une autre cloture algebrique de k et si tp : k — » D est un fc-isomorphisme 
(corollaire XII. 2. 3), alors a i— > ip o a induit une bijection de l’ensemble des 
/c-morphismes K — » k dans l’ensemble des /c-morphismes K — » fi. 

Definition Xm.3.2. Avec les notations precedentes, on appelle degre sepa- 
rable de K sur k. ou degre separable de l’extension algebrique K/k , 
le cardinal de S a . Lorsque ce cardinal est fini, on le note [K : k] s . 


Proposition Xm.3.2. Si a est algebrique sur k et si K = k{pt), alors [K : k] s est 
egal au nombre de racines distinctes du polynome minimal sur k de a, dans un 
corps de decomposition sur k de ce polynome. 


Demonstration. Par definition, \k{a) : k] s = card(S a ), avec a : k — > k. On 
considere l’application A i— > A (a), ou A appartient a S a . C’est, d’apres (1.3), 
une application bijective de S a sur l’ensemble des racines distinctes du polynome 
minimal de a. □ 

Proposition Xm.3.3. Soient K/k et L/K des extensions telles que L/k soit alge- 
brique. 

(i) [L : k] s est fini si et seulement si [L : K] s et [K : k] s sont finis et alors 
[L : k} s = [L : K\ S [K : k\ s . 

(ii) Si K/k est finie, [K : k] s ^ [K : k]. 


Demonstration, (i). Soit a : k k et soit a, : K — > k, i £ /, la famille 
des prolongements a K de a, distincts. On a \K : k] s = Card(I). Soit i £ / 
et soit <7j j : L — > k, j e J(z), les prolongements distincts de cr,, a L. On 
a [L : K\ s = Card(J(i)). Tout cr : L — > k est un prolongement d’un at, d’ou 
cjjj, (i,j) G I x J(i), est la famille des prolongements distincts de cr a L. D’ou 

[L : k\ s = Card(I x J(i)) = [K : k] s [L : K\ s . 

(ii). On a K = k(a±, . . . , a n ) et k C k(a±) C ... C k(a i,...,a n ) = K. 
A chaque etape, on a, d’apres la proposition (XIII. 3. 2), [.K’^a'j+i) : K/\ s ^ 
[Ki(a i+ 1 ) : Ki], d’ou [K : k} s < [K : k\. □ 
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Theoreme Xm.3.1. Si K/k une extension finie, les assertions suivantes sont equi- 
valentes : 

(i) L’ extension K/k est separable 

(ii) \K : k} s = [K : k\. 

Demonstration. Cas monogene : On suppose K = k(a), a algebrique sur k. On a 
alors les equivalences suivantes : 

(1) (a separable sur k) [ k(a ) : fc]<j = [ k(a ) : k] 

(2) ([ k(a ) : k] s = [ k(a ) : k ]) k(a)/k separable. 

En effet : 

(1) decoule de la proposition (XIII. 3. 2) ( i.e . [k(a) : k] s — nombre de racines 
distinctes de M a (X)) ; pour (2), remarquons que k(a)/k separable implique a se- 
parable sur k, d’ou [ k(a ) : k] s = [k(a) : k] d’apres (1). D’autre part, montrons que 

([ k(a ) : k] s = [ k(a ) : k ]) =>■ k(a)/k separable. 

Soit /3 € k(a), on a : 

[k(a) : k(f3)\ s [k(f3) : k] s = [ k{a ) : k] s . 

Mais a est separable sur k(/3), car le polynome minimal de a sur k(f3) divise le 
polynome minimal de a sur k, d’ou : 

[k(a] : k((3)] s = [k{a) : k(/3)\. 

On en deduit que 

[k(/3) : k] s = [ k(a ) : k] s /[k(a) : k(/3)\ s = [ k(a ) : k\/[k(a ) : k((3)} = [ k(/3 ) : k\. 

D’ou, d’apres (1), /3 est separable sur k et k(a ) separable sur k. 

Cas general : Si K = k(a\, . . . , a n ), on applique le cas monogene et la multi- 
plicativite du degre et du degre separable. □ 

Comllaiw XIH.3.1. Soit K/k une extension algebrique. Les assertions suivantes 
sont equivalentes : 

(i) L ’extension K/k est separable 

(ii) Pour tout corps intermediaire E tel que l’ extension E/k soit finie, 
[E : k] s = [E : k\. 
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Demonstration. En effet, si K/k est separable et si k C E C K , alors E/k est se- 
parable et on applique le theoreme (XIII. 3.1). Reciproquement, pour tout a G K, 
en prenant E = k(a), on deduit de l’hypothese que a est separable sur k. 

□ 

Les extensions separables satisfont la propriety de transitivite : 

Theoreme Xm.3.2. Soient K/k et L/K des extensions algebriques. Alors L/k 
est une extension separable si et seulement si K/k et L/K sont des extensions 
separables. 

Demonstration. Remarquons d’abord que si [L : k\ < +oo, on a 

[L:k\ = [L: K][K : k ] et [L : k} s = [L : K] S [K : k] s 
et 

[L : K\ s ^ [L : K\ et [K : k] s ^ \K : k], 

d’ou 

{[L : k} s = [L : A:]) {[L : K\ s = [L : K] et [K : k] s = [K : k}). 

Considerons maintenant le cas general. 

Si L/k est separable, il est evident que K/k est separable. Pour tout a£i, 

le polynome minimal de a sur A;, considere a coefficients dans K, s’annule en a. 

Done M a {X)\ K divise M a (X) ^ et a est separable sur K, d’ou le resultat. 

Supposons que K/k et L/K sont separables. Soit a £ L : il existe K' tel que 

k C K' C K, [K' : k] < +oo avec M a (X) ]K e K'[X}. On pose L' = K'(a ); 

or, on sait que K/k separable implique que K' /k est separable et, puisque L' jK' 
est separable (car a est separable sur K et M a (X) = M a (X)\x), d’apres la 
demonstration dans le cas fini, on a L' /k separable, d’ou a est separable sur k. 

□ 

Nous avons vu precedemment (Remarque 3.2), que si k est de caracteristique 
nulle, tout polynome irreductible non constant de k[X] est separable. C’est done 
le cas du polynome minimal d’un element algebrique sur k. Nous allons donner 
ici un resultat qui precise l’ordre de multiplicite de ses racines dans le cas ou le 
corps k est de caracteristique p > 0. 

Proposition XIH.3.4. Soient k un corps de caracteristique p > 0, k une cloture 
algebrique de k, a £ k et M a (X) le polynome minimal de a sur k. Toutes les 
racines de M a (X) sont d’ordre de multiplicite p ^ , pour un certain entier p ^ 0. 
De plus, est separable sur k et 

[ k(a ) : k] = p^[k{a) : k] s . 
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Demonstration. Montrons d’abord que toutes les racines a = aq, ...,a n de M a (X) 
ont meme ordre de multiplicite. Pour tout i, 1 ^ i ^ n, il existe un /e-isomorphisme 
a : k(a) — > k{af) tel que u{a) = oq, d’ou un k- an t orrio r p his rue a de k qui 

n 

prolonge a. On a a(M a )(X) = M a (X) = it* — a (oq)) mi (car er(aq) par court 

1=1 

les conjugues de on, i.e. les racines de M a (x)), on m* est l’ordre de multiplicite 
de on. Comme k[X] est principal, par unicite de la decomposition en facteurs 
irreductibles, on a rrn = m\. Ceci est vrai pour tout i. Done toutes les racines ont 
meme ordre de multiplicite. 

On considere l’entier /r ^ 0 tel que M a (X) = h(X p M ) et h ^ k[X p ]. Alors, 
d’apres (XI. 1.6), est racine d’un polynome separable et, en comparant les 
degres de M a (X) et h(X), on a : 

[k(a) : k(a pll )\ = p p 

car h(X) est irreductible sur k, e’est done M aP e- . Mais comme h est separable, 
on a : 

[, k(a p ") : k] s = [ k(a p ") : k]. 

De plus, le nombre de racines distinctes de M a (X) est le meme que celui de h(X). 
Done : 

[k(a) : k] a = [ k(a p ") : k] s 
et 

[k(a) : k } = [k(a) : k{a plJ )][fc(a pM ) : k] = p p [k(a) : k] s . □ 

XIII. 4. Elements primitifs 


Definition XIH.4. . Soient K/k une extension et a £ H’. On dit que at est un 
element primitif de l’extension K/k si K = k{ot). 


Theoieme XIH.4.1. SoitK/k une extension finie. II existe un element primitif pour 
l’ extension K/k si et seulement s’il n’y a qu’un nombre fini de corps interme- 
diates E, k C E C K . 

Demonstration. Si \k\ < +oo, alors [K : k } < +oo implique \K\ < +oo. Done 
K* est cyclique, engendre par un element a (TR.IX.A). Cet element engendre K 
sur k. 

Traitons maintenant le cas \k\ = +oo. 
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Supposons qu’il n’y ait qu’un nombre fini de corps intermediaires k C E C K. 
Soient x,y £ K. Pour tout c £ k, on considere k(x + cy). Puisque \k\ = -fioo, 
le nombre de corps k{x + cy) etant fini, il existe ci 7^ C2 £ k tels que 
k{x + ciy) = k{x + C 2 y ) = Eq. Les elements x + c±y et x + C2J/ sont dans le meme 
corps Eq, done aussi (ci — C2)y. II en est done de meme pour y et done aussi x. 
D’ou 

k(x, y) = k(a) avec a = x + c\y. 

Si K = k(a 1, . . . , a n ), alors, par hypothese de recurrence k(a 2, . . . , a n ) = k(y), 
d’ou K = k{ct\, y), puis K = k(a) en vertu du resultat au rang 2. 

Reciproquement, supposons K = k(a ) : alors a est algebrique (car 
[K : k } < +00 implique K/k algebrique) et soit M a (X) son polynome minimal 
sur k. Soit E un corps intermediaire, k C E C K, et notons /e(X) le polynome 
minimal de a sur E. Conime M a {ot) = 0, considere comme polynome a coefficients 
dans E, /e(X) divise M a (X). Puisque E[X\ est principal, un polynome n’a qu’un 
nombre fini de diviseurs. Done, l’application ip definie par ip(E) = /e(X) est a 
valeurs dans un ensemble fini. Montrons que cette application est injective. On 
considere Eq le sous-corps de E engendre sur k par les coefficients de /e{X). On 
peut done considerer /e{X) dans Eq[X] et /e{X) est irreductible dans Eq[X], 
puisqu’il est irreductible dans E\X\ (Eq[X\ C E[X]). Par consequent, le degre de 
a sur Eq est le meme que le degre de a sur E. D’ou Eq = E. Ceci montre que le 
corps intermediaire E est determine, de maniere unique, par /e(X), done ip est 
injective. L’ensemble des corps intermediaires E, k C E C K , est done fini. □ 

Theoreme XIH.4.2. Toute extension finie separable admet un element primitif. 

Demonstration. Si \k\ < +00, le resultat est vrai d’apres le theoreme precedent. 
Supposons que \k\ = +00 : on a K = k{a\, . . . ,a q ). On peut, modulo une recur- 
rence, supposer K = k(a,/3), ou a et /3 sont separables sur k. Soit k une cloture 
algebrique de k et o\ ,a n les /c-plongements distincts de k(a,/3 ) dans k. On 
forme le polynome 


P(X)= I] (ai-ajKa + p: X). 

Ce polynome est non nul : si <Tj(a) = crj(a) et <Tj(/3) = on a a% = <Tj, ce 

qui est impossible car, Vi 7^ j, Oi 7^ (J y Puisque \k\ = +00, il existe c £ k tel que 
P(c) / 0. D’ou i 7^ j implique ai(a + c/3) 7^ a j (a + c/3). Par consequent, le degre 
separable, done le degre, de l’extension k(a + cf 3 )/k est au moins n. Mais 

n= [k(a,/ 3 ) : = [k(a,f. 3) : A:]. 
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D’ou [k(a,/3) : k] ^ [k(a + c/3 ) : k\ et, puisque k(a + c/3) C k(a,/3), on en deduit 
que k(a, (3) = k(a + c/3). □ 

Exeivice XIII.4. Soient k un corps de caracteristique nulle et K/k une extension. 
Montrer que [A" : k] ^ n si et seulement si, pour tout x £ AT, on a [k(x) : k] ^ n. 
(Indication : pour la reciproque, on pourra prendre une famille finie (xj)ie/ d’ ele- 
ments de K tels que \k{xj)i^i : A:] soit maximal - apres en avoir justifie l’existence 
- et montrer que AT = k(xi)i^j.) 


XIII. 5. Norme et trace 


Rappelons quelques definitions d’algebre lineaire. Soient A un anneau com- 
mutatif, E un Al-module libre de rang fini n ( i.e . E ~ A n , isomorphisme lineaire), 
u un endomorphisme de A, (ej)j= i n une base de E et {(iij) la matrice de u dans 
cette base. Les expressions 

n 

d'%% et (let, ( djj ) 

i = 1 

sont independantes de la base choisie. On definit alors la trace et le determinant 
de u par 

n 

Tr{u) = an et det(u) = det(aij). 
i = 1 

On sait que la trace et le determinant verifient Tr(u + u ') = Tr(u ) + Tr(u ') et 
det(uu') = det(u)det(u'). De plus, on a 

det(XId E -u) = X n - Tr(u)A n_1 + . . . + (-1 ) n det(u). 

On generalise ces definitions de la maniere suivante. Soient B un anneau et 
A un sous-anneau de B tels que B soit un A-module libre de rang fini n (e’est le 
cas d’une extension de corps E/K avec \E : K] = n). Pour tout x G B, on note 
rn x l’endomorphisme de B defini par m x {y) = xy. 

Definition Xm.5. . Pour tout element x E B. on appelle trace, norme, po- 
lynome caracteristique de x. relativement a l’extension B/A, les elements 
respectifs 

Tr B/A (x) = Tr(m x ), N b / A (x) = det(m x ), P X)B /a( x ) = det(XId B - m x ). 

Ce sont des elements de A ou de A[X]. 
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Remarque XIII. 5. . Si x. x' sont des elements de B et si a est un element de A, 
on a 

m x + m x i = rn x + x i , m x .m x i = m xx r, m ax = am x 

et la matrice de m a est diagonale dans n’importe quelle base. On en deduit que 
la trace et la norme verifient les relations suivantes : 

Tr B/A (x+x ') = Tr B/A (x)+Tr B/A (x'), Tr B/A (ax) = aTr B/A (x ), Tr B/A (a ) = na 

N b /a{ xx> ) = N b/a {x)N b/a (x'), N B/A (ax) = a n N B/A (x), N B/A (a) = a n . 

Si L/K est une extension de corps, finie, separable, nous allons donner une 
explicitation precise de la norme et de la trace d’un element de L. 

Theoreme Xm.5.1. Soient L/K une extension separable, [L : K] = n, x £ L et 
r = [L : K{x)\ (de sorte que n = rs avec s = [K( x) : K\). On note x\, . . . ,x n les 
racines du polynome minimal sur K de x, M x (X), chacune repetee r fois. Alors : 

Tr L/K ( x ) = x 1 + ...+x n 

N l /i <( x ) = xi...x n 
P x ,l/k{X) = (X - x i)...(X-x n ). 


Demonstration. La demonstration comporte deux etapes. 

- Supposons que x soit un element primitif de L, i.e. L = K(x). On sait que 
L ~ K[X\/(M x (X)) et que (1, x, . . . , x n ^ 1 ) est une it-base du Ji-espace vectoriel 
L. Ecrivons 


M x (X) = 

X n + a 

fl— 

ll"- 1 + 

Alors la matrice de m x dans la 

base (1, 


.,x n - 1 ) 


/0 0 ■ ■ ■ 

0 

-ao \ 


10--- 

0 

-ai 


0 1--- 

0 

-a- 2 


^00--- 

1 

On— 1 / 


done Tr L / K (x ) = — a n _i et N L / K (x) = ( — l) n ao- Mais puisque x est un element 
primitif, le polynome minimal de x, M x (X) = X n + a n _iX n_1 + . . . + ao, s’ecrit 
M x (X) = (X—xi) . . . (X—x n ). Done — a n _i = x\+. . .+x n et (-l) n a 0 = x\ . . . x n . 
Par consequent, 


Tr L / K (x) = x i + ... + x n et N L/K (x) = x \...x n . 
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- Cas general. Ce qu’on vient de faire s’applique a l’extension K(x)/K. Pour 
prouver le theoreme, il suffit de montrer que P xE / E {X) = (M x (X)) r . Soient 
(y i, . . . , y s ) une base de K(x) sur K et (z \, . . . , z r ) une base de L sur K(x). Alors, 
( yiZj ), 1 ^ i ^ s, 1 ^ j ^ r, est une base de L sur K et n = rs. Soit M = ( akh ) 
la matrice de la multiplication par x dans K(x), par rapport a la base (y/. On a 


xyi = ^2 a ^2//i 
h 


d’ou 


x(yiZj ) 



= y^hiVhZj). 

h 


Si on ordonne lexicographiquement la base y%Zj, la matrice M' de la multiplication 
par x dans L, par rapport a cette base, se presente sous la forme d’une matrice 
carree (r, r) , diagonale par blocs : 


M' = 



d’ou P XtL/K = det(XId— M') = (det(XId- M)) r . Mais det(XId-M) = M x (X) 
d’apres l’etape 1. D’ou le resultat. □ 


Exeivice XIII. . On suppose que E/K est une extension separable de degre 
n, contenue dans une cloture algebrique K de K. On note les n 

A'-morphismes distincts de E dans K. 

a) Montrer que pour tout element x de E, on a Tr^/R^x) = Y^i=i a i{x) et 

n E /k{x ) = nr=i °i( x )- 

b) On suppose que E = Q(Vd), ou d est sans facteur carre {i.e. E est une 
extension de degre 2 de Q), en ecrivant x 6 E sous la forme x = a + by/d, montrer 
que Tr E /q(x) = 2 a et N E q(x) = a? — db 2 . 

c) Montrer que, si E est normale, pour tout x de E, Tr E / E (x) et N E / E (x) 
sont des elements de K. 

d) Montrer qu’il existe x dans E tel que Tr E / E (x) ^ 0. (Utiliser le theo- 
reme (X.3.1).) 

Soit L un corps tel que K C L C E et \E : L\ = m. 

e) Montrer que pour tout element x de L, on a 

Tr E/K {x ) = mTr L/K (x ) et N E/K (x) = (N L/K (x)) m . 
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f) Montrer que 

Tr E/K (x) = Tr L/K (Tr E / L (x )) et N E/K (x) = N L/K (N E/L ( x)). 
(Indication : remarquer que Tr E / E (x ) E L.) 

Remarque XIU.5.2. Les definitions de la norme et de la trace donnees dans la 
definition (XIII. 5.1) s’appliquent bien entendu au cas des extensions finies non 
separables de corps. Mais dans ce cas, l’explicitation de ces elements est plus 
compliquee et doit prendre en compte le facteur d’ inseparability du degre de 
l’extension (c/. TR.XIII.B). 
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X TR.XIII.A. dorps parfaits 

1 Soit K un corps. Montrer que les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) Tout polynome irreductible de X[X] est separable 

(ii) Toute extension algebrique de K est separable 

(iii) Toute cloture algebrique de K est une extension separable de K. 

Un corps K satisfaisant a l’une des conditions ci-dessus est dit parfait. 

2 Montrer qu’un corps de caracteristique nulle est parfait. 

3. Soit K un corps de caracteristique p > 0. Montrer que K est parfait si et 
seulement si K = K p . (Autrement dit, si le morphisme de Frobenius est un 
automorphisme.) 

4 Montrer qu’un corps fini ou algebriquement clos est parfait. 

5 Montrer que toute extension algebrique d’un corps parfait est un corps parfait. 

4b TR.XIII.B. Extensions inseparables et radicielles 

Une extension algebrique E/K qui n’est pas separable, i.e. dans laquelle 
il existe au moins un element non separable, est dite inseparable. D’apres 
l’exemple (XIII. 3.1. a), cette notion n’a de sens qu’en caracteristique p > 0. En par- 
ticular, d’apres la proposition (XIII. 3. 2), si a est un element de E non separable 
sur K, toutes les racines de son polynome minimal sont d’ordre une puissance de 
la caracteristique de K. 

1 Soient. E/K une extension algebrique et E s l’ensemble des elements de E qui 
sont separables sur K. Montrer que E s est une extension separable de K. (On 
montrera que E s est la reunion des extensions separables de K contenues dans E.) 


Algebre T1 


Dans la situation precedente, on a K C E s C E et E \ E s est forme de tous 
les elements de E qui ne sont pas separables sur K. Lorsque [E : K ] est fini, on 
a [E : K] = \E : E S ][E S : K] et, comme [E s : K] = [E s : K] s puisque l’extension 
E s /K est separable, on a \E : K\ = [E : E S ][E S : K] s . On appelle l’entier [E : E s ] 
le facteur d’inseparabilite du degre de l’extension E/K. 

Nous allons introduire et etudier un sous-corps de E, note E r , qui joue un 
grand role lorsque l’on est en caracteristique p > 0. 

2 Soient E/K une extension, a un element de E algebrique sur K, M a (X) le 
polynome minimal de a sur K. Montrer que les assertions suiv antes sont equiva- 
lentes : 

(i) L ’element a n’est pas separable sur K 

(ii) M'JX) = 0 

(iii) La caracteristique de K est egale a p > 0 et M a (X) £ K[X P ], 

Soient E/K une extension et a un element de E. On dit que l’element a est 
radiciel sur K si l’une des conditions suivantes est satisfaite : 

(a) K est de caracteristique nulle et a appartient a K. 

(b) K est de caracteristique p > 0 et il existe n £ N tel que a p " appartient a 
K. Si on note e le plus petit entier n tel que a pn £ K, le polynome minimal 
de a est X p ‘ — a pB . 

L’extension E/K est radicielle si tout element de E est radiciel sur K. On 
remarquera que si la caracteristique de K est nulle, l’extension E/K est radicielle 
si et seulement si E = K. La notion d’extension radicielle n’a done d’interet que 
dans le cas de la caracteristique positive. Par consequent, dans toute la suite, nous 
supposerons que K est un corps de caracteristique p > 0, tous les resultats etant 
triviaux si la caracteristique est nulle. 

3 Soit K un corps de caracteristique p > 0. Montrer que si E/K est une extension 
finie radicielle, [E : K] est une puissance de p. 

4 Montrer que si l’extension E/K est radicielle, alors Gal(E/ K) = {1}. 

5 Soient K un corps de caracteristique p > 0 et K une cloture algebrique de K. 
Montrer que : 

(i) Pour tout entier n > 0, l’ensemble {a pn \a £ K} est un sous-corps de K, 
note K pn 
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(ii) Pour tout entier n > 0, un element a E K a une seule racine p n -ieme dans 
K, qu’on notera dP 

(iii) L’ensemble {a p "|a E K} est un sous-corps de K, note K p 

L’ensemble des elements de K radiciels sur K est appele la cloture radicielle 
de K . 

6 Montrer que si K est de caracteristique p > 0, la cloture radicielle de K est le 
corps U n>0 K p n , qu’on note K p °°. 

7 Montrer que K p °° est le plus petit sous-corps parfait de K nontenant K. 

On en deduit qn'un corps est parfait si et seulement s’il est egal a sa 
cloture radicielle. 

8 Montrer que si le corps K n’est. pas parfait, 1 ’extension K p °° / K ne peut et.re 
de degre fini. 

9 Montrer que la notion de cloture radicielle d’un corps K est independante, a 
isomorphisme pres, de la cloture algebrique K choisie. 

Soit E/K une extension avec E C K. On note E r l’ensemble des elements de 
E radiciels sur K. 

10 . Montrer que 1 ’extension E/E s est radicielle et que l’ extension E/E r est sepa- 
rable. 


4 * TR.XIII.C. Derivations et extensions separables 

L’objectif de ce TR est de donner une caracterisation des extensions de type 
fini qui sont algebriques et separables, au moyen des derivations. 

Soient K un anneau commutatif et E une RT-algebre associative. Une 
K-derivation de E est un endomorphisme D du /v -module E verifiant 
D(xy) = D{x)y + xD(y ), pour tous elements x et y de E. 

Lorsque le contexte le permet, on omet la lettre K et on dit derivation au lieu 
de iT-derivation. On remarquera que la notion de derivation d’un anneau definie 
au chapitre VIII correspond a celle donnee ci-dessus en prenant K = Z. 

Les derivations formelles des polynomes en une indeterminee ou les deriva- 
tions partielles de polynomes en plusieurs indeterminees sont des exemples de 
derivations dans les algebres de polynomes. 

1 Soit a un element de E. Verifier que 1’ application x i — ax — xa est une derivation 
de E. On appelle une telle derivation derivation interieure. 

2. Montrer que si E possede un element unite 1 e, pour toute derivation D de 
E on a D(\e) = 0. En deduire que pour tout entier n et pour tout k E K on 
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a D(ti1e ) = 0 et D(klE) = 0. (Autrement dit, en identifiant k a klE, on a 
D(k ) = 0, pour tout k de K .) 

3 Soit D une derivation de E. Montrer que l’en semble {x £ E\D{x) = 0} est une 
sous-K -algebre de E. 

4, Montrer que l’ensemble Derx(E) de toutes les K-derivations de E est un 
sous-K-module du K-module EndxiE). 

5 Deduire de ce qui precede que si D\ et D 2 sont des derivations qui coincident 
sur une partie generatrice de la K-algebre E, on a D\ = D^- 

6 Soit E = K[X\, . . . ,X n ] V algebre des polynomes en n indeterminees. On note 
D{, 1 ^ i ^ n, la derivation partielle par rapport a X j. Montrer que les Di, 
1 ^ i ^ n, forment une base du K-module Derx{E). 

Soient A un anneau commutatif integre et F son corps de fractions. Montrer 

que toute derivation D de A se prolonge de rnaniere unique en une derivation 

D de F. Precisement, si a et b ^ 0 sont des elements quelconques de A, on a 
ia \ _ D(a)b—aD(b) 

V b ' //- 

8. Soient K un corps commutatif et Di, 1 ^ i ^ n, les derivations partielles de 
K[X 1 , . . . , X n ] par rapport aux Xi. Montrer que les Di, 1 ^ i ^ n, forment une 
base du K-espace vectoriel Derx{K(Xi, . . . , X n )). 

On generalise la notion de derivation etudiee ci-dessus de la fagon suivante. 
On suppose que E est une sous-AT-algebre d’une iT-algebre F : on appelle de- 
rivation de E dans F toute application AT-lineaire D de E dans F verifiant 
D(xy ) = D(x)y + xD(y), pour tous elements x et y de E. Les proprietes etablies 
ci-dessus sont encore vraies dans ce cadre. 

Nous allons desormais nous placer dans la situation suivante : F/E est une 
extension de corps et nous etudions les Z-derivations de E dans F. 

9. Soit D une derivation de E dans F. Montrer que l’ensemble 
K = {x £ E\D(x) = 0} est un sous-corps de E. En deduire que les derivations de 
E dans F sont des K-derivations. 

10. En deduire que toute derivation d’un corps premier P dans tout sur-corps de 
P est nulle. 

Pour donner la caracterisation annoncee au debut de ce TR, nous allons donner 
un critere de prolongement des derivations aux extensions de type fini. 

Soient E C F des corps et D une derivation de E dans F. On considere 
L = E(x 1 , . . . ,x n ) une extension de type fini de E contenue dans F et a l’ideal 
des relations algebriques entre les Xi, 1 ^ i ^ n, a coefficients dans E. On se 
donne une famille m, 1 ^ i ^ n, d’elements de F. 


340 


Themes de reflexion 


11. Montrer que pour qu’il existe une derivation D de L dans F prolongeant D et 
telle que D(xi ) = m, 1 ^ i ^ n, il faut et il suffit que pour tout polynome f £ a, 
on ait 


f D (x 1 ,...,x n ) + Y^ 

i = 1 


df_ 

dxi 


Ui = 0 , 


ou f D est defini par : si f = a nw 2 ...n p X ni X n2 ■ ■ ■ X np , a lors 

f D = E(n;) D(ct nin2 ...n p )X ni X n2 . . . X n p . (On remarquera que f f D est une 
derivation qui prolonge la derivation D. Pour demontrer que la condition est suf- 
fisante, on montrera que la relation ci-dessus permet de definir D sur l’annean 
E[x i, . . . ,x n \ et on appliquera le resultat de la question 7.) 


12. En deduire que si, dans la situation ci-dessus, L est une extension transcen- 
dante pure de E, de base pure ( Xi ), 1 ^ i ^ n, pour toute derivation D de E dans 
F, D existe et est unique. 


13, Soit. L une extension algebrique separable de E contenue dans F. Montrer que 
toute derivation D de E dans F se prolonge de maniere unique en une derivation 
D de L dans F. (Pour demontrer l’existence de D, on montrera d’abord qu’on 
peut supposer que L est de type fini, L = E(x \, . . . , x n ). On fera ensuite un 
raisonnement par recurrence sur n, en considerant le polynome minimal de x n sur 
E{x i, . . . ,x n -i).) 

14. En deduire que si la derivation D de E est telle que D(E) C E, alors 
D(L) C L. 


15. Montrer que toute K-derivation d’une extension E/K est nulle dans toute 
extension algebrique separable de K contenue dans E. 


16. Montrer que si L C F est une extension radicielle finie de K, de degre stric- 
tement superieur a 1, il existe une K -derivation non nulle de E dans F. 

On en deduit la caracterisation des extensions algebriques separables annoncee 
au debut de ce TR : 


17. Montrer que pour qu’une extension E/K de type fini, E C F, soit algebrique 
et separable, il faut et il suffit que la seule K-derivation de E dans F soit la 
derivation nulle. 


341 



Troisieme partie 

THEORIE DE GALOIS 
ET APPLICATIONS 



XIV 


EXTENSIONS GALOISIENNES 
THEORIE DE GALOIS DES EXTENSIONS 

FINIES 


La theorie de Galois permet de repondre, dans le cas des extensions galoi- 
siennes finies, a la question posee en (X.4.1). Le resultat principal de cette theorie 
est que si E/K est vine extension galoisienne finie, le groupe de Galois Gal(E / K) 
et ses sous-groupes permettent de caracteriser entierement toutes les extensions 
intermediaires K C L C E. 


XIV. 1. Extensions galoisiennes 


Proposition XIV. 1.1. Soient E/K une extension separable finie de degre n et N 
la cloture normale de cette extension. Alors, il y a exactement n K-morphismes 
distincts de E dans N . 


Demonstration. On fait une demonstration par recurrence sur le degre de 1 ’ex- 
tension E/K. Si [E : K] = 1 c’est evident. Supposons le resultat vrai pour les 
extensions de K de degre p < n. Soit [E : K] = n et soient a £ E \ K et M a (X) 
son polynome minimal sur K . qu’on suppose de degre r (r ^ n). Le polynome 
M a (X) est separable, il a done exactement r racines distinctes aq = a, 0 : 2 , . . . ,a r 
dans N. Puisque N est une extension normale, il existe r iL-automorphismes 
distincts m de N tels que Ui(a) = on. D’autre part, en considerant l’extension 
E/K(a), qui est de degre s = n/r < n, par hypothese de recurrence, il existe s 
iL(a)-morphismes distincts Vi de E dans N. Les applications Wij = UiVj sont 
rs = n iL-morphismes distincts de E dans N. Montrons qu’il n’y en a pas d’autres. 


Chapitre XIV. Extensions galoisiennes Theorie de Galois des extensions finies 


Soit s : E — ■> N un iL-morphisme. Alors s(a) est une racine de M a (X). i.e. 
s(a) = ai pour un certain i. Par consequent, u," 1 o s est un AT(o:)-morpliisme de 
E dans N, done par hypothese de recurrence, e’est l’un des Vj. D’ou s = UiVj. □ 

Remarque XIV. 1. . Soient E/K une extension algebrique et K une cloture alge- 
brique de K contenant E. Tout element s £ Gal(E / K) induit un iv-morphisme 
de E dans K. Done si l’extension est finie, \Gal(E/K)\ ^ [E : K] s . Inver- 
sement, si l’extension E/K est normale, tout A-rnorpliisrne E — > K est un 
AT-automorphisme de E, done un element de Gal(E/K). Par consequent, si l’ex- 
tension E/K est finie et normale, \Gal(E / K)\ = [E : K] s . 

Comllaire XIV.1.1. Soit E/K une extension algebrique finie, normale, separable, 
alors [E:K\ = \Gal(E/K)\. □ 

Definition XIV. 1. . Une extension E/K est dite galoisienne si elle est alge- 
brique, normale et separable. 


Remarque XIV.1.2. Une extension algebrique E/K est galoisienne si et seulement 
si pour tout a £ E, le polynome minimal M a (X) de a sur K a toutes ses racines 
simples et contenues dans E. 

On deduit du theoreme (X.3.2) et de la proposition (X.4.1) que si E/K est une 
extension finie galoisienne, alors Inv{Gal{E / K)) = K. On a, plus generalement, 
le resultat suivant : 

Theoreme XIV.1.1. Soit E/K une extension algebrique. Les assertions suivantes 
sont equivalentes : 

(i) Inv(Gal{E/K )) = K 

(ii) L’extension E/K est galoisienne. 


Demonstration. Montrons que (i) implique (ii). Soient a £ A et M a (X) son poly- 
nome minimal sur K. On note a\ = a, ■ ■ ■ , a n ses racines distinctes et conte- 
nues dans E. Tout element s £ Gal(E / K) permute les c^, il laisse done invariant 

n 

le polynome f(X) = IK* — ai) £ E[X\. D’apres l’hypothese, f{X ) appartient 
2—1 

a K[X\. Or /(a) = 0, done f(X) est un multiple de M a (X) . Mais, par construc- 
tion, f(X) divise M a (X), d’ou f(X) = M a {X). Ainsi M a (X) a toutes ses racines 
simples et contenues dans E. L’extension E/K est galoisienne. 
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Montrons que (ii) implique (i). Soient a £ E \ K et M a (X) le polynome 
minimal de a sur K. Puisque d°M a > 1, d’apres l’hypothese, il existe /3 £ E, 
(3 a, tel que M a (/3 ) = 0. Par consequent, il existe un /i-morphisme de E dans 
K appliquant a sur /?. C’est, par normalite de E/K , un ii-automorphisme s de 
E, i.e. s £ Gal(E / K) tel que s(a) = /3 ^ a. Ceci montre que tout a £ E \ K 
n’appartient pas a Inv(Gal(E/K)). Comme K C Inv(Gal(E / K)) , on en deduit 
que Inv(Gal(E / K)) = K. □ 

On peut maintenant donner une version plus precise du theoreme (X.3.2). 
Theoreme XIV.1.2. Soient K un corps, G un groupe fini d’automorphismes de K et 
Kq le corps des invariants de G. L’extension K/Kq est galoisienne, [K : Kq] = |G| 
et G = Gal{K/K 0 ). 

Demonstration. On a vu que [K : Kq] = |G| < +oo, l’extension K/Kq est done 
algebrique. Puisque Kq = Inv(G), d’apres le theoreme (XIV. 1.1), il suffit de 
prouver que G = Gal(K / K q) . Or, G est contenu dans Gal(K / K q) et, de plus, on 
sait que \Gal(K / Kq)\ ^ [K : Kq] s ^ [K : Kq], On a done : G C Gal(K / K q) et 
\Gal(K/K 0 )\ < |G|, d’ou G = Gal(K/K 0 ). □ 

Theoreme XIV. 1.3. Soient F/K et E/F des extensions. Si I’extension E/K est 
galoisienne, alors E/F est galoisienne et Gal(E/F) est un sous- groupe de 
Gal{E/K). 

Demonstration. La deuxieme assertion est evidente et la premiere est une conse- 
quence de la proposition (XIII. 2. 2) et du theoreme (XIII. 3. 2). □ 

Attention. Pour les memes raisons que dans la proposition (XIII. 2. 2), 

(E / K galoisienne) ( F/K galoisienne). 

Theoreme XIV.1.4. Soient E/K une extension galoisienne, L et L' deux corps in- 
termediaires. Les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) Les corps L et L' sont conjugues 

(ii) Les groupes Gal(E/L) et Gal(E/L') sont des sous-groupes conjugues de 
Gal(E/K). 

Demonstration. Le fait que (i) implique (ii) est une consequence de la proposi- 
tion (XIII. 2. 5) et de la proposition (X.4.1). Montrons que (ii) implique (i). D’apres 
la proposition (X.4.1), on sait que les corps Inv(Gal(E / L) et Inv(Gal(E / L')) sont 
conjugues. Mais d’apres le theoreme (XIV. 1.3), les extensions E/L et E/L' sont 
galoisiennes et done, d’apres le theoreme (XIV. 1.1), on a : Inv(Gal(E / L)) = L 
et Inv(Gal(E / L')) = L' . □ 
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XIV. 2. Cloture galoisienne d’une extension separable 

Proposition - Definition XIV.2.1. Soit K/k une extension algebrique separable. 
La cloture normale de K (dans k) est une extension galoisienne, appelee 
cloture galoisienne de l ’extension K/k. 

Demonstration. II suffit de montrer que la cloture normale N de K est separable 
sur k. D’apres la proposition (XIII. 2. 4), tout element de N est racine du polynome 
minimal d’un element de K. II est done separable sur k. □ 

Proposition XW.2.2. Si l ’extension K/k est separable finie, sa cloture galoisienne 
est une extension finie de k. 

Demonstration. C’est une consequence immediate du corollaire (XIII. 2.1). □ 

Remarque XIV.2. . On pourra done, pour etudier les sous-extensions d’une exten- 
sion finie separable, la plonger dans sa cloture galoisienne et appliquer alors la 
theorie de Galois des extensions galoisiennes finies developpee ci-dessous. 

XIV. 3. Theoremes fondamentaux de la theorie 
de Galois 

Soient E/K une extension, G = Gal(E / K) son groupe de Galois, G(G) l’en- 
semble des sous-groupes de G, JC(E/K) l’ensemble des corps intermediates L, 
K C L C E. Les ensembles G(G) et )C(E/K) sont ordonnes par inclusion. On a 
etabli en (X.4) l’existence d’ applications decroissantes 

4> : K(E/K) — >G(G), L i — ► Gal(E/L) 

V : g(G) — >1C(E/K), H I — >Inv(H)=E H . 

Le result at ci-dessous repond a la question (X.4.1). 

Theoreme XIV.3.1. Soit E/K une extension finie galoisienne. L ’application $ est 
une application bijective, dont l’ application bijective reciproque est ’L. 

Demonstration. Montrons que o 4> est egale a l’identite. Soit L un corps interme- 
diaire : puisque E/K est galoisienne, E/L l’est aussi et, par consequent, d’apres 
le theoreme (XIV.1.1), E Gal{ - E ! L ) = L. 

Montrons que <ho'L est egale a l’identite. Soit H un sous-groupe de Gal{E / K) 
et posons L = Inv(H). Puisque [E : K] < +oo, d’apres le corollaire (XIV.1.1), 
H est hni, done, d’apres le theoreme (XIV. 2. 2), H = Gal(E/L). □ 
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Attention. L’hypot.hese [E : K] < +oo est essentielle. L’enonce du theo- 
reme XIV. 3.1 n’est plus valable si E/K est une extension galoisienne infinie, 
cf. TR.XIV. Cependant, on remarquera que, des que E/K est galoisienne, 1 ’ap- 
plication <I> est injective (et 1’ application ^ surjective). 

Exeicice XIV. . On reprend les notations de l’exercice XII. 1. On note 
G = Gal(K(a, b, c)/K). 

a) On suppose que le polynome P(X) est reductible sur K. Quelles sont les 
structures possibles de groupes sur G1 Preciser ces structures en fonction de d. 

b) On suppose que le polynome P(X) est irreductible sur K. Montrer que si 
d £ K, alors G — A 3 , et que si d (f K, alors G — S 3 . Preciser les extensions 
intermediaires entre K et K(a,b,c). 

Theoreme XFV.3.2. Soient E/K une extension finie galoisienne et L un corps in- 
termediate. Les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) L ’extension L/K est galoisienne 

(ii) Gal[E/L ) est un sous-groupe normal de Gal(E / K) . 

De plus, si ces conditions sont verifiees, V application, qui a un element de 
Gal(E / K) fait correspondre sa restriction a L, induit un isomorphisme de groupes 

Gal{E/K)/Gal{E/L ) ~ Gal(L/K). 

Demonstration. D’apres la proposition (XIII. 2. 6 ), l’extension L/K est normale 
si et seulement si elle est egale a toutes ses conjuguees, done, d’apres le 
theoreme (XIV. 1.4), si et seulement si Gal(E/L ) est un sous-groupe normal 
de Gal(E/K). 

Supposons ces conditions verifiees. Alors, si s £ Gal(E/K), on a s(L ) = L, 
d’ou la restriction de s a L appartient a Gal(L/K). II est clair que 

ip : Gal(E/K) — ♦ Gal(L/K), 

ou ip(s) est la restriction de s a L, est un morphisme de groupes. Montrons que 
ip est surjectif ; soit t £ Gal(L/K ) : le iv-morphisme 

L-^L — >K 

se prolonge en s : E — » K. Puisque E/K est normale, s est un K - aut omor phisriie 
de E, i.e. s £ Gal(E/K). On a done t = p(s). D’autre part, ip(s) = idn est 
equivalent a s £ Gal(E /L), i.e. Ker{p) est egal a Gal(E / L) . □ 
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Exewice XIV. 2. Soit K un corps de caracteristique difierente de 2. 

a) Montrer que si E/K est une extension galoisienne de degre 4 dont le groupe 
de Galois est Z/2Z x Z/2Z, alors E = K(a,(3) avec a 2 ,/? 2 E K. 

b) On suppose que a 2 = a et (3 2 = b et que les elements a, b, ab ne sont pas des 
carres dans K. Montrer que K(a, /3) / K est une extension galoisienne de degre 4 
dont le groupe de Galois est Z/2Z x Z/2Z. 

La theorie de Galois permet de preciser le lien entre les enonces des theo- 
remes (XIII.4.1) et (XIII.4.2). 

Proposition XIV.3.1. Si E/K est une extension separable finie, il n’existe qu’un 
nombre fini de corps intermediaires entre K et E. 


Demonstration. Soit N la cloture normale de E sur K . Alors N/K est une exten- 
sion galoisienne finie. Les corps intermediaires entre K et E correspondent a une 
famille de sous-groupes de Gal(N/K). Ce groupe etant fini, il n’a qu’un nombre 
fini de sous-groupes. □ 

Exencice XIV.3. Soient K un corps, N/K une extension galoisienne finie, L' 
et L" des corps intermediaires. On pose G = Gal(N/K), G' = Gal(N/L'), 
G" = Gal(N/L"). 

a) Montrer que si L' / K et L" /K sont des extensions normales telles que 
L' 0 L" = K et L' U L" engendre N, alors le groupe G est isomorphe au produit 
direct G' x G" . (Pour G ~ G' x G ", cf. proposition 1.3.4 et remarquer que G' et 
G" sont des sous-groupes normaux de G.) 

b) Montrer que dans ce cas, on a G ~ Gal(L' / K) x Gal{L" / K) . 

c) On suppose que le groupe G est isomorphe au produit direct de deux 
sous-groupes G\ et G 2 . On pose L\ = Inv(G\) et L 2 = Inv(G 2 )- Montrer que 
L\ O L 2 = K et que L\ U L 2 engendre N . 


XIV. 4. Etude d’un exemple 

Soit K C C le corps de decomposition sur Q du polynome f(X) = X 4 — 2. 
Dans C, on a 

f(X) = (X-a)(X + a)(X - ia)(X + ia), 
avec a = 2 1 / 4 E M + . 
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D’ou K = <Q)(i,a). Par construction, l’extension K/<Q) est normale et, puisque 
Q est de caracteristique nulle, separable. L’extension K/Q est done galoisienne. 
Determinons son degre. On a 

[Q(b«) : Q] = [Q(*,a) : Q(a)][Q(a) : Q]- 

Par application du critere d’Eisenstein, le polynome X 4 — 2 est irreductible sur 
Q ; on en deduit que [Q(a) : Q] = 4. D’autre part, le polynome minimal de i 
sur Q(a) est X 2 + 1, d’ou [Q(i,a) : Q(a)] = 2. On a done [Q(i,a) : Q] = 8. 
L’extension K/<Q est galoisienne de degre 8, son groupe de Galois G est done un 
groupe d’ordre 8. 

Determination de G : il existe un element cr de G definie par a(i) = i et 
a(a) = ia et un element r defini par r(z) = —i et t{q) = a. On verifie faci- 
lement que a est d’ordre 4 et r d’ordre 2 et que tc t = a 3 t. Le groupe diedral 
D 4 = (a, r | cr 4 = t 2 = 1, rcr = <rV) (c/. TR.IV.A) est done contenu dans G. Mais 
mbox|D 4 | = 8 = |G|, d’ou G = 

Determination des sous-groupes de G : Les sous-groupes de G sont d’ordre 8, 
4, 2, 1. Explicitons-les : 

Ordre 8 : G. 

Ordre 4 : 

S = (a) ~ Z/4Z 

T = {1, a 2 , r, ct 2 t} ~ Z/2Z x Z/2Z 
U = {1, cr 2 , err, cr 3 r} ~ Z/2Z x Z/2Z. 

Ordre 2 : 

A = {1,ct 2 } 

B = { l,r} 

C = {1 ,ctt} 

D = {l,cr 2 r} 

E = {l,a 3 T}. 

Ordre !:/={!}. 
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On peut representer les inclusions entre ces groupes par le diagramme ci- 
dessous, ou chaque fleche (y compris composee) represente une inclusion. 



Determination des sous-extensions de K/Q : d’apres la theorie de Galois, on 
sait que chaque corps intermediate L, (Q) C L C K , est le corps des invariants 
d’un des groupes ci-dessus. De plus, chaque inclusion entre sous-groupes induit une 
inclusion (dans l’autre sens) entre corps intermediates. Si, pour un sous-groupe H, 
on note L(H) le corps de ses invariants, on peut, avec la meme convention que 
ci-dessus, representer les corps intermediates par le diagramme suivant : 


Q = L(G) 



L(T ) L(S) L(U) 



L(D) 


L(B) 



L{A) 


K = L(I) 


L(C) 



L(E) 


Puisque 4 = |S| = |T| = \U\, on a 4 = [K : L(S)} = [K : L(T)\ = [K : L(U)], 
d’ou [L(S) : Q] = [L(T) : Q] = [L(U) : Q] = 2. II est facile de veriher que 
L(S) = Q(i), L(T) = Q(\/2), L(U) = Q(iV 2). Pour les memes raisons que ci- 
dessus, pour A = A, B, C, D, E, on a [L( A) : Q] = 4. Pour calender explicitement 
les corps L( A), on ecrit un element generique de Q(i,a), 

x = ao + aid + a 2 « 2 + a^a 3 + a^i + a^ia + a^ia 2 + ajia 3 , 

a* S Q, i = 0, 7, et on cherche a quelles conditions sur les Oj on a A(x) = 
pour A € A. 
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A titre d’exemple, calculons L(C). On a 

ot{x) = ao + a^a — 0,2a 2 — a^o? — a^i + a\ia + a^ia 2 — a^ia 3 . 

D’ou (jt(x) = x si et settlement si a q = a o, a\ = 05, 02 = — 02, 03 = —a 7, 
04 = —04, a6 = 06- Done ot(x) = x si et seulement si, 

x = ao + ai(l + z)a + aeia 2 + 03(1 — i)a 3 
= a 0 + ai(l + *)a + y [(1 + i)a} 2 - y [(1 + i)a\ 3 

autrement dit, L{C ) = <Q )((1 + i)a). 

De la meme maniere, on trouve L(A) = Q(i,V 2 ), L(B ) = Q(a), 

L{D) = Q(ia), L(E) = Q((l - i)a). 

Determination des extensions L/Q qni sont galoisiennes : les sous-groupes 
normaux de D4 sont D4, S, T, U, A, I. Par consequent, les extensions L(A)/Q, 
pour A = -D4, S,T,U, A, I sont galoisiennes, de groupes de Galois isomorphes a 

Da/A. 

Puisque chacune des extensions intervenant ici est finie separable, elle ad- 
met un element primitif. On verifier a que l’element i + a est primitif pour K/Q 
(indication : Vcr / u' £ G, o(i + a) / o' {i + a).) 
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4b TR.XIV. Theorie de Galois des extensions infinies 

Les theoremes fondamentaux de la theorie de Galois exposes dans ce chapitre 
qui etablissent une correspondance biunivoque entre les sous-groupes du groupe 
de Galois et les extensions intermediaries, ainsi que la correspondance entre sous- 
groupes normaux et sous-extensions galoisiennes, utilisent tres fortement le fait 
que les extensions galoisiennes consider ees sont finies. Si on consider e une ex- 
tension galoisienne E/K infinie, ces resultats ne sont plus vrais. En particulier, 
il peut exister des sous-groupes du groupe Gal(E/K), distincts de Gal(E/K), 
ayant pour corps d’invariants K. 

Cependant, dans le cas ou l’extension galoisienne E/K est infinie, on peut 
enoncer des theoremes analogues aux theoremes (XIV. 3.1) et (XIV. 3. 2), a condi- 
tion de munir le groupe de Galois Gal(E / K) d’une topologie. 

Nous allons tout d’abord etudier la notion de groupe topologique. Un groupe 
G, dont on notera la loi multiplicativement, est un groupe topologique s’il 
est muni d’une topologie compatible avec la structure de groupe de G, i.e. ren- 
dant continues les applications definies par le produit et le passage a l’inverse, 

(x, y) i— > xy et x x~ l , pour tous elements x et y de G. 

II en resulte, en particulier, que pour tout element a £ G les applications de 
G dans G definies par x i— » ax, x i— » xa, ainsi que 1’ application x i— > x _1 , sont 
des homeomorphismes. Ceci montre que la topologie du groupe est entierement 
determinee par la donnee d’une base de voisinages de son element neutre. Precise- 
ment, si V est une base de voisinages de 1’ element neutre de G, pour tout element 
aeG, {aV\V G V) = {V a\V G V} est une base de voisinages de a. 

Soit G un groupe topologique dont on notera e l’element neutre et soit V une 
base de voisinages de e. 
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1 Montrer que V verifie les proprietes suivantes : 

(i) Pour tout U £ V, il existe V £ V tel que V.V C U 

(ii) Pour tout U £ V, il existe V £ V tel que V ~ 1 C U 

(iii) Pour tout U £ V et tout a £ G, il existe V £ V tel que V C aC/a _1 . 

2 Reciproquement, soit V une famille de parties de G satis faisant aux proprietes 
ci-dessus. Montrer qu’il existe une topologie et une seule sur G, compatible a vec la 
structure de groupe de G, pour laquelle V soit une base de voisinages de P element 
neutre de G. 

3 Montrer que si V est formee de sous-groupes de G les conditions (i) et (ii) sont 
automatiquement verifiees et que si ces sous-groupes sont normaux, la condition 
(iii) est verifiee. 

4 Montrer que le groupe topologique G est separe si et seulement si {e} est ferme. 

Dans toute la suite, E / K est une extension galoisienne et G = Gal(E / K) est 
son groupe de Galois. 

Pour toute sous-extension L de E, galoisienne et de degre fini sur K, on pose 
g(L) = Gal(E / L). Les g(L), pour L parcourant les sous-extensions E, galoi- 
siennes et de degre fini sur K, sont des sous-groupes de G, normaux d’apres le 
theoreme (XIV. 3. 2). On obtient ainsi une base de voisinages de l’element neutre de 
G. Dans toute la suite, on supposera G muni de la topologie ainsi definie, qu’on 
appellera « topologie de groupe de Galois ». C’est la topologie discrete lorsque 
l’extension E/K est galoisienne finie. 

5. Soit H un sous-groupe de G dont le corps des invariants est egal a K. Mon- 
trer que pour toute sous-extension L de E, galoisienne de degre fini sur K, tout 
K-automorphisme de L est la restriction d’un automorphisme appartenant a H . 

6. Montrer que le resultat de la question precedente peut aussi s’enoncer de la 
faqon suivante : H est partout dense dans G. 

On peut considerer G comme partie de l’ensemble des applications de N 
dans N. 

7 Montrer que la topologie de G est induite par la topologie produit des topologies 
discretes sur les facteurs de N n . 

8. En deduire que le groupe topologique G est compact, totalement discontinu. 
(Puisque N n est separe et totalement discontinu, il en est de meme pour le sous- 
espace G. On montrera que G est relativement compact dans N n , puis qu’il est 
ferme.) 
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9 Soit F une sous-extension de E, de degre fini sur K. Montrer que Gal(E/F ) 
est un sous-groupe ouvert et ferme de G. 

10 . Soit N une sous-extension quelconque de E. Montrer que Gal(E/N ) est un 
sous-groupe ferme de G. Montrer que la topologie de Gal(E/N ) induite par celle 
de G coincide a vec la topologie de groupe de Galois de Gal(E/N). (On considerera 
G et Gal{E / N) comme sous-espaces de N n .) 

11 . Soient FI un sous-groupe de G et N le corps des invariants de H. Montrer 
que Gal(E / N) est l’adherence de H dans G. (Utiliser la question 6.) 

Les resultats precedents se resument dans l’enonce suivant : 

Theoreme. Soient E/K une extension galoisienne, G = Gal(E / K) son groupe de 
Galois (topologique), Q I’ensemble des sous-groupes fermes de G, K. Vensemble des 
corps intermediaires entre K et E. Pour tout H £ Q , on note Inv(H) le corps 
des invariants de H . Les applications 

$ : JC(E/K) — ♦ g(G), L v — ♦ Gal(E/L) 

: Q{G) — * JC(E/K), Hi — ylnv(H) 

sont des applications bijectives, reciproques I’une de l’ autre. 

12 . Soit L une sous-extension de E. Montrer que V extension L/K est galoi- 
sienne si et seulement si le groupe Gal(E/L ) est un sous groupe normal de G. 
Dans ce cas, montrer que le groupe Gal(L/K) est isomorphe a u groupe topolo- 
gique Gal(E / K) / Gal(E / L) (i.e. la projection canonique est un isomorphisme de 
groupes et un homeomorphisme) . (Utiliser le fait que les groupes Gal(E / K) et 
Gal(L/K) sont compacts et montrer que 1’ application, qui a a E Gal(E / K) fait 
correspondre sa restriction a L, est continue.) (On rappelle qu’un espace quotient 
est muni de la topologie la plus fine rendant la projection canonique continue.) 
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TP.XIV. Autour de la correspondance de Galois 

Le but de ce TP est de calculer les sous-corps d’une extension Q(a)/<Q) definie 
comme corps de rupture d’un polynome irreductible P. Lorsque ce dernier est 
normal, c’est-a-dire lorsque Q(a) est corps de decomposition de P et ^extension 
Q(a)/Q galoisienne, il est facile de calculer le groupe de Galois G = Gal(P) = 
Gal(Q(a) /Q) comme groupe de permutations des racines qui sont des polynomes 
en a. On utilise alors la correspondance de Galois pour determiner les sous-corps 
maximaux de Q(a) : il suffit de calculer les invariants sous un element de G en 
resolvant un systeme lineaire. 

Par contre, lorsque P n’est pas normal, il est beaucoup plus difficile de calculer 
le groupe de Galois (voir TP.XVI) et l’extension Q(o)/Q n’est plus galoisienne. 

On va determiner les sous-corps sans calculer Gal(P), la correspondance de Galois 
etant cependant toujours en filigrane, quitte a passer a la cloture galoisienne. On 
a besoin pour cela de savoir decrire une intersection Q(o) n Q(6) de deux corps 
de nombres. En resolvant algorithmiquement ce probleme, on parvient a decrire 
les sous-corps maximaux, done tous les corps intermediaires, quitte a reiterer le 
processus. 

II est souhaitable que le lecteur soit familier de la manipulation des 
groupes de permutations sous MAPLE (charger la librairies group et consulter 
au besoin le TP.I) et des calculs dans les corps de nombres (commande RooDf). 

Les algorithmes des TP.XI et TP.XII seront reinvestis. 

Le groupe de Galois comme groupe de permutations : 

cas des polynomes normaux 

Soit P £ Q[x] un polynome irreductible de degre n. On suppose que P est 
normal, c’est-a-dire que tout corps de rupture de P est corps de decomposition. 
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Si a designe une racine de P (dans une extension), <Q>(a)/Q est done une extension 
normale et separable, i.e. galoisienne, et le groupe de Galois de P est Gal(P) = 
Gal(Q(a)/Q), de cardinal n = [<Q)(a) : Q]. 

Les autres racines sont donnees par a% = P,(a), ou les polynomes p; E Q[x] 
sont de degre inferieur strictement a n. Le groupe de Galois, Gal(P), permute 
les racines de P : P(a(a,i )) = cr(P(aj)) = 0 si cr E Gal(P). Comme les racines 
de P sont distinctes et qu’un element cr de Gal(P) est determine par l’image de 
a = ai, on peut voir Gal(P) comme un sous-groupe de S n (apres numerotation 
des racines). On pose G = [a\ , . . . , a n }, ou = aj. La permutation dj de S n 

correspondant a aj est determinee par : 


aj(ai) = Fi(aj(a)) = F^aj) = a a .^. 

1 . Exemple « a la main » . 

- Verifier que P = x 6 + 243 est normal ; donner la liste L des racines de P, 
exprimees comme des polynomes en a (avec les notations precedentes). 

Definir chaque element dj comme une « permutation list » en regardant 
quel element de L correspond a chaque fjj(aj), a* E L. 

- Verifier que l’ensemble des dj forme bien un sous-groupe de Sq, du bon 
ordre. 

2. Ecrire une procedure gal(P) renvoyant le groupe Gal(P) exprime comme un 
permgroup selon la syntaxe de MAPLE. On prendra soin d’imprimer un message 
d’erreur si P n’est pas irreductible ou s’il n’est pas normal. 

3. Tester sur les exemples suivants et identifier, a chaque fois que e’est possible, 
le groupe de Galois (dans l’esprit de la classification des groupes de petits 
ordres) : 

- Pi = x 2 — 1 , P 2 = x A + 3x 2 + 3 ; 

- P 3 =x 6 + 12 ; 

— P 4 = x A + x 3 + x 2 + x + 1 ; 

- P 5 = x 5 + x 4 — 4x 3 — 3x 2 + 3x + 1 ; 

- P 6 = x 8 - 12x 6 + 23x 4 - 12x 2 + 1. 

La correspondance de Galois : determination des sous-corps 
maximaux dans le cas normal 

On rappelle le theoreme de Galois (X.4.1 et theoreme XIV. 3.1) : 
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Theoreme 1. Soit L/K une extension galoisienne finie de groupe de Galois 
G = Gal(L/K). On note 1C(L/K) I’ensemble des corps intermediates M et G(G) 
l’ ensemble des sous-groupes H de G. Alors les applications 

K,(L/K) -» Q{G) . G(G) -+ JC(L/K) 

L i — > Gal(L/M) ’ ' H L H = {x E L, hx = x Mh e H} 

sont des bijections reciproques l ’une de V autre. De plus, M/K est une extension 
normale (done galoisienne) si et seulement si H = Gal(L/M ) est normal (ou 
distingue) dans G et alors Gal(M / K) ~ G/H. 

Pour obtenir les sous-corps maximaux d’une extension Q(a)/Q, il suffit done 
de regarder les invariants sous les sous-groupes minimaux de Gal(Q(a)/Q), i.e. les 
invariants sous un element, disons a : a i— » F(a), et faire varier F(a) au sein des 
racines du polynome minimal de a. 

Pour calculer ces invariants sous a, on cherche les polynomes R = c l x i 

(ou n designe le degre de l’extension) tels que a (R(a)) = R(a(a)) = R(a) dans 
Q(a). Sachant que (1, a, . . . , a n_1 ) forme une base, cela constitue un systeme a 
resoudre en les c 2 . On ecrit la matrice A du systeme et on le resout sous MAPLE 
avec la commande LinearAlgebra [NullSpace] (A). 

c®' Quelques commandes MAPLE utiles : coeff , collect, subs, Matrix(n,f) 
(ou f : = (i, j)->. . . definit les coefficients) ; on ordonne par degre croissant une 
liste L de polynomes en invoquant sort (L, ordpoly) , ou 

> ordpoly : =proc(f ,g) 

if degree(f ,x)<= degree(g,x) then return(true) else return(f alse) ; 

fi; 

end: 

4, Soient P E Q[x] un polynome irreductible et L = Q(a) un corps de rup- 
ture. On suppose que L contient une deuxieme racine b = F(a). Ecrire une 
procedure invariant (a, P,F) qui calcule les invariants, sous 1 ’element a du 
groupe Gal(L/<Q ) qui envoie a sur b (l’utilisateur a done defini au prealable 
alias (a=RootOf ( (P) )). Ces elements invariants seront presentes sous la forme 
d’une liste LP de polynomes (ordonnes selon le degre), qui, lorsqu’ils sont eva- 
lues en a, constituent une base sur Q du sous-corps L^ a \ 

Tester avec P = P 5 . On calculer a les sous-corps maximaux en faisant varier 
F(a) au sein des racines de P. Conclure qu’il n’existe pas de corps intermediaire 
non trivial. Est-ce etonnant ? 
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5. Etablir la correspondance de Galois pour le polynome P4. On donnera la liste 
des corps intermediates M et des sous-groupes H de Galois correspondants. 
Verifier que l’on a bien [M : Q] = |G|/|iL|. 

6. Modifier la procedure invariant en une procedure invariant2 : =proc (a, P , F) 
renvoyant un element primitif de . On utilisera la procedure primitif3 
ecrite au cours du TP.XII, que l’on itere autant de fois que necessaire. Tester 
sur l’exemple de la question precedente. 

On prend P = P3. Determiner Gal(P), ses sous-groupes, et identifier ceux qui 
sont normaux. 

Modifier la procedure gal(P) en une procedure gal2(a,P) qui renvoie une 
liste L d’elements primitifs des sous-corps maximaux ainsi que la liste des 
elements a t du groupe de Galois, exprimes comme produits de cycles a supports 
disjoints, en prenant soin que le i-ieme element de L corresponde a . 

Tester sur l’exemple. Calculer egalement le polynome minimal des elements 
primitifs obtenus. Decrire la correspondance de Galois. 

Correspondance de Galois : le cas general 

On a besoin de developper, au prealable, une technique de calcul de l’inter- 
section de deux corps de nombres. 

Precisement, soient a et b deux nombres algebriques, de polynomes minimaux 
p a et Hf,. II s’agit de calculer l’intersection Q(a)nQ(6) dans Q(a, b). Comme on l’a 
vu au TP.XII, il faut preciser de quel facteur b est racine dans la decomposition de 
en irreductibles dans Q(a)[x]. On le note P\ et l’on choisit un element primitif 
c = b + A a, A G Q, de Q(a, b). 

Ecrivons les decompositions en irreductibles de /r c sur Q(a) et sur Q(6) : 
r s 

Me = A G Q(a)[x] ; He = Bj, Bj G Q(6)[x]. 

i = 1 j=l 

Le polynome P\(x — A a) est un polynome irreductible de Q(a)[x] qui annule c : il 
s’agit done de l’un des facteurs, disons A\ quitte a renumeroter. 

On definit un graphe dont les sommets sont les A, et Bj et les aretes les [X^. Xj] 
tels que et Xi ont un facteur comnrun non trivial dans <Q>(c)[x], i.e. tels que 
Pgcd(V fc , Xi) / 1. 

Proposition 1. Avec les notations precedentes, soit C I’ensemble des Ai qui sont 
dans la composante connexe de A\. Alors P = ELysC ^ es ^ un P°ly n bme a coef- 
ficients dans <Q)(a) OQ(6), dont les coefficients engendrent Q(a) nQ(6) sur Q. 
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Demonstration. Prenant N vine cloture galoisienne de Q(c), il s’agit de prouver que 
P est invariant sous Gal(N/Q(b )) (puisque P appartient a Q(a)[x] par definition). 
Considerons a Ai, pour a £ Gal(N/Q(b )) donne. Puisque A\ divise fi c , il possede 
un facteur comnmn non trivial avec l’un Bj 0 des Bj. Il en est done de meme de 
a Ai, avec a Bj 0 = Bj 0 . On voit done que A\ et a A\ sont relies par vine arete. 
Si maintenant Ai est dans la composante connexe de A\, alors a Ai est dans 
la composante connexe de a A i, done de A\. Cela demontre que a permute les 
elements de C , d’ou a P = P. 

Soit L le corps engendre sur Q par les coefficients de P. On va demontrer que 
si a £ Gal(N/Q ) verifie a P = P (Le. si a appartient a Gal(N/L)), alors a est 
l’identite sur Q(a) O Q(b). Il en resultera l’inclusion Q(a) 0 Q(b) C N Gal ( N / L ') = L 
qui termine de demontrer la proposition. Comivve c est racine de A\, done de P, 
on voit que <r(c) est racine de a P = P, done de l’un Ai 0 des facteurs de P. On va 
demontrer qu’il existe r S Gal(N/Q)(a ) O Q(6)) tel que r(c) = cr(c). Ainsi r et cr 
coincident sur Q(c), ce qui demontre l 5 assertion. 

Comme A\ et A* 0 sont dans la meme composante connexe, il existe un circuit 
dans le graphe permettant de passer de A\ = X\ a Ai 0 = Xt- Il existe line racine 
«2 £ X commune a A\ et X2, done n £ Gal(N/<Q)(a )) tel que n(c) = «2- De 
meme. on trouve CI3 £ N qui annule X2 et X3, done T2 appartenant a Gal(N/Q(a )) 
ou Gal(N/Q(b )) tel que T2(ci!2) = «3 ; selon que X2 est un Ai ou un Bj. On continue 
ainsi jusqu’a Tt—i tel que = a t , avec at racine de Xt = Ai 0 . Enfin, il 

existe r* £ Gal(N/Q(a )) tel que r t (at ) = <r(c). On prend pour r la composee 
des Tfc. □ 

Quelques remarques concernant la manipulation des graphes sous MAPLE : 
Un graphe est defini par une commande 

graphe : =network [graph] (sommet , aretes) ; 
ou les n sommets sont, par exemple, les entiers de 1 a n et les aretes sont de la 
forme {ik,jk}-. e’est-a-dire 

sommets : ={$1 . .n} et aretes :={{il,jl]-, . . . , {ir , jr}}. 

La composante connexe de 1 s’obtient alors en invoquant 
networks [components] (graphe, root=l). 

Un algorithme de parcours du graphe est en effet implemente dans Maple. La 
theorie des graphes n’etant pas le propos de cet ouvrage, il sera passe sous silence. 

8. Commengons par traiter un exemple. On prend fj. a = x 4 — 10x 2 + 1, 
fib = x 4 — 4 x 2 — 2 et Pi = /ib,Q( a ) l’un des facteurs irreductibles de la decompo- 
sition de fib sur Q(a) (au choix). Determiner un element primitif c et exprimer 
a et b comme des polynomes a(c) et 6(c) (toutes les procedures ont ete ecrites 
au TP.XII !). En deduire les Ai et Bj en tant qu’elements de Q(c)[x]. Definir le 
graphe oil les r premiers sommets correspondent aux Ai et les s suivants aux 
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Bj, puis calculer P. En deduire finalement Q(a) n Q(6). On en donnera un ele- 
ment primitif, dont on calculera egalement le polynome minimal. En deduire 
que ^intersection Q(a) n Q(b) est, en fait, Q(\?6). 

9, On veut automatiser tout cela. Ecrire une procedure interP : =proc (PI , a, Q) 
renvoyant, en fonction de Pi, a et p a = Q, un element primitif d de Q(a)nQ(6) 
en tant que polynome en c, le polynome minimal de c et le polynome minimal 
de d. Tester sur l’exemple de la question precedente. 

Modifier la procedure interP en une procedure interP2 : =proc(Pl , a, Q) ren- 
voyant d exprime comme un polynome en a, ainsi que son polynome mini- 
mal. Tester sur l’exemple precedent. Prendre egalement p a = x 3 + x + 1, 
Pb = x 3 — x 2 +4x — 3 et pour Pi les deux choix possibles. Tester enfin avec des 
extensions Q(a) et Q(6) de votre choix, dont les degres sur (Q> sont premiers 
entre eux (bien entendu, on doit trouver Q). 

On dispose maintenant de tous les ingredients. L’objectif est de trouver tous les 
sous-corps maximaux d’un corps de nombres K = Q(a) qui u’est plus forcement 
galoisien sur Q. Le polynome minimal p a de a se decompose sur K en facteurs 
irreductibles qui ne sont plus tous necessairement de degre un. On associe a chaque 
facteur irreductible P* 7^ x — a un sous-corps comme suit : 

- si Pi = x — a>i alors Ki = K' <T ' I ''> . ou a t designe le Q-automorphisme de K 
qui envoie a sur a* ; 

- si, par contre, degPj ^ 2, on pose Ki = K n Q(cti), pour a* une racine 
quelconque de Pi dans une extension convenable (cela ne depend pas du 
choix effectue, car les racines sont conjuguees par un (Q(a)-automorphisme 
qui laisse l’intersection inchangee). 

Proposition!. Les sous-corps maximaux de K sont parmi les corps Ki ainsi 
construits. 

Demonstration. Soient N une cloture galoisienne de K (z.e. un corps de decom- 
position de p a ) et L un sous-corps maximal de K. L’extension 1V/Q est galoi- 
sienne et, par la correspondance de Galois, il correspond a L un sous-groupe 
Gl = Gal{N/L ) de G = Gal(N/Q). On considere egalement Gk = Gal(N/K). 
On a done Gk C Gl C G et il n’existe pas de sous-groupe entre Gk et Gl, car 
L est maximal dans K. Par consequent, le groupe Gl est engendre par Gk et un 
element quelconque a que l’on se donne dans Gl \ Gk- 

Afin de traduire cela en theorie des corps, on peut dire aussi que Gl est 
engendre par Gk et si Gk / vGkv^ 1 -, et par Gk et a sinon. 
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Dans le premier cas, le corps laisse fixe par Gk et ctGk est le corps KnQ(a(a)) 
et er(a) est une racine de fj. a . Dans le second cas, cr(a) appartient a K, puisque 
Gk = ctGk o'” 1 ; et le corps laisse fixe par Gk et a est Q(<r(a))^. Cela demontre 
la proposition. □ 

On est done ramene au calcul de l’intersection de deux corps de nombres, 
probleme deja resolu. On trouve tous les sous-corps en reiterant au besoin le 
processus (on calcule les sous-corps maximaux des sous-corps maximaux, etc.). 

10. Ecrire une procedure SousCorps : =proc(P) renvoyant, en fonction du poly- 
nome irreductible P definissant le corps de rupture K = Q(a) (a isomorphisme 
pres), une liste d’elements primitifs des corps iQ de la proposition 2. Pour 
chaque exemple ci-dessous, determiner tous les sous-corps propres et preciser 
ceux qui sont maximaux : 

- P\ = x 3 + 3x 2 — x — 4, P 2 = x 6 + 2x 3 — 2 

- P 3 = x 6 — 3x 5 + 6 x 4 — 7x 3 + 2x 2 + x — 4, P 4 = x 6 + 3x 3 + 3 

- P 5 = x 6 — 3x 2 + 1, Pq = x 6 + 2x 4 + 2x 3 + x 2 + 2x + 2. 

Remarque. Cette approche est due a Laudau et Miller. Le lecteur interesse trouvera 
decrite dans [22] une autre methode qui mele ces techniques a des techniques 
« modulaires ». En effet, on constate vite que les calculs algebriques sont assez 
gourmands en temps (pour P$ par exemple), d’ou la necessite de developper de 
nouvelles strategies. 
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XV 


RACINES DE L’UNITE 
CORPS FINIS 
EXTENSIONS CYCLIQUES 


Le but de ce chapitre est d’etudier quelques exemples d’extensions galoisiennes 
qui sont d’une importance capitale en arithmetique. Outre une description du 
groupe de Galois du corps des racines n-ieme de l’unite, on demontrera que les 
corps finis sont necessairement commutatifs et que leurs groupes de Galois sont 
engendres par le morphisme de Frobenius. De plus, par l’etude des extensions 
cycliques, on abordera la theorie generale des extensions de Kummer. 

XV. 1 . acines de l’unite 


Definition XV. 1. . On dit qu’un element x d’un corps K est une racine n-ieme 
de l’unite s’il existe un entier n > 0 tel que x 11 = 1. On dit que x est une 
racine de l’unite s’il existe un entier n tel que x soit une racine n-ieme de 
l’unite. 

Les racines de l’unite sont des elements d’ordre fini du groupe multiplicatif 
K* . Elies forment un sous-groupe U(K ) de K* et les racines n-ieme de l’unite 
forment un sous-groupe U n (K) de U(K). Soit x un element de K* : on considere 
le morphisme de groupes ip : Z — » K* defini par (p(a) = x a . Si x est un element 
de U(K), l’ensemble des m G Z tels que x m = 1 est le noyau de ip, c’est done un 
sous-groupe nZ de Z, ou n est l’ordre de x dans K* . 


Chapitre XV. Racines de l’unite - Corps finis Extensions cycliques 


Lemme XV.1.1. Si K est un corps de caracteristique p > 0 et si x est une racine 
de l ’unite dans K, son ordre n’est pas divisible par p. 

Demonstration. Soit n l’ordre de x et supposons que n = pm. Alors, x pm = 1 
entraine que ( x m — l) p = x pm —1 = 0 (c/. proposition IX. 1.3), d’ou x m = 1 avec 
m < n. Contradiction. □ 

Comllaine XV.1.1. Si K est un corps de caracteristique p > 0, alors, pour tout 
entier m > 0, il n’existe pas dans K de racine p m -ieme de I’unite autre que 1. □ 

Renmques XV.1.1. 

a) C’est egalement le cas, si K = Q, pour les racines n-ieme de l’unite, avec n 
impair. 

b) Une racine n-ieme de l’unite dans K etant racine du polynome X n — 1=0, 
est algebrique sur le sous-corps premier P de K. On peut done, ce que nous ferons 
dans la suite, se placer dans une cloture algebrique P de P. 

c) Si K est un corps de caracteristique p > 0 et si n est un entier non divisible 
par p, toute racine du polynome X n — 1 est simple, car le polynome derive nX n ~ l 
n’admet que zero comme racine, qui n’est pas racine de X n — 1. II existe done 
exactement n racines n-ieme de l’unite dans K. Autrement dit, le polynome X n — 1 
est separable sur K. On en deduit le theoreme suivant : 

Theoreme XV.1.1. Soient K un corps de caracteristique p > 0 et n un entier pre- 
mier avec p. Le groupe U n (K ) des racines n-ieme de I’unite (dans K) est un 
groupe cy clique d’ ordre n. 

Demonstration. Ce qui precede montre que U n (K ) est un groupe fini d’ordre n 
dans K . On sait d’apres (TR.IX.A) qu’un tel groupe est cyclique. □ 

Definition XV. 1.2. Un generateur du groupe U n (K ) est appele racine n-ieme 

primitive de l’unite. 

Remarque XV.1.2. Si K est un corps de caracteristique p > 0 ne divisant pas n, le 
nombre des racines n-ieme primitives de l’unite dans K est egal a (p(n), ou ip est 
l’indicateur d’Euler (cf. TR.I.B). 

Exencice XV.l. 

1. Soient k C M une extension finie, K et L deux corps intermediaires et KL 
le sous-corps de M engendre par K et L. Demontrer que [KL : L] ^ [K : k\. 
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2. Soient m et n des entiers premiers entre eux, f une racine primitive m-ieme 
de l’unite, (3 une racine primitive n-ieme de l’unite (Q et (3 dans C). Montrer que 
Q(C) nQ(/3) = Q. (Indication : on pourra demontrer que le plus petit sous-corps 
de C nontenant ( et (3 est Q(£,/3) = Q(£/3), engendre par une racine mn- ieme pri- 
mitive de l’unite. En deduire le degre de l’extension (Q>(£, (3)/Q_{(3) et appliquer 1.) 

XV. 2. Corps des racines n-ieme de l’unite 


Definition XV.2.1 . Soit K un corps. On appelle corps des racines n-ieme de 
l’unite sur K un corps de decomposition sur K du polynome X n — 1. 


Soit C un e racine n-ieme primitive de l’unite. Alors U n (K) = ( ', k , 0 ^ k ^ n — 1 
et les racines primitives sont celles pour lesquelles l’exposant k est premier avec n. 
Le corps des racines n-ieme de l’unite sur K est K { £). 

D’apres ce qui precede, si K est un corps dont la caracteristique est nulle ou 
est un nombre premier ne divisant pas n, l’extension K(Q/K est galoisienne. 

Definition XV.2.2. Une extension E/K est dite abelienne si elle est galoisienne 
de groupe de Galois abelien. 


Remarque XV.2.J . D’apres les theoremes fondamentaux de la theorie de Galois, si 
E/K est une extension abelienne finie, il en est de meme pour les extensions E/L 
et L/K, pour tout corps intermediate L. 

Theoreme XV.2.1. Soient K un corps, n un entier positif, </ une racine n-ieme 
primitive de l ’unite dans K . 

(i) Si K est un corps de caracteristique p > 0, p ne divisant pas n, I’extension 
K((/)/K est abelienne finie. Son groupe de Galois est isomorphe a un sous-groupe 
du groupe multiplicatif des elements inversibles de I’anneau TL/riL. 

(ii) Si K = Q, on a [Q(C) : Q] = <^(n) et le groupe de Galois de I’extension 
Q(C)/Q es t isomorphe au groupe multiplicatif des elements inversibles de I’anneau 
r L/nL. 


Demonstration, (i). Pour tout s £ Gal(K((/) / K), s(£) doit etre une racine n-ieme 
primitive de l’unite, car £ m = 1 est equivalent a s(f) m = 1. Par consequent, 
s(f) = (/ g , ou q est un nombre premier avec n et compris entre 1 et n, c’est-a-dire 
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que q represente un element inversible de l’anneau Z/nZ. Considerons l’appli- 
cation x '■ Gal(K(0 / K) — » HJ(Z/nZ) ainsi definie, ou U(Z/nZ) est le groupe 
multiplicatif des elements inversibles de l’anneau Z/nZ. Si t 7 ^ s est un element 
de Gal{K(() / K), avec t(0 = ( r , 011 a x(V) = x(s)x(t), X est un morphisme 
de groupes. Deux elements s et t de Gal(K(0 / K) sont egaux si et seulement si 
s(() = t( (). On en deduit que le morphisme x est inject if, d’ou le resultat. 

(ii). Pour montrer le resultat, il suffit de montrer que si K = Q, le morphisme 
X ci-dessus est surjectif. Pour cela, il suffit de montrer que pour tout nombre 
premier p, 1 ^ p ^ n, ne divisant pas n, C p est une racine du polynome minimal de 
C sur Q, Mq(X). Ce polynome divise X n — 1, i.e. X n — 1 = M^(X)f(X) dans Q[V], 
Si n’est pas racine de M^(X), alors <^ p est racine de f(X), done ( est racine 
du polynome f(X p ). Par consequent, M^(X) divise f(X p ), f(X p ) = M^(X)g(X) . 
Puisque M^(X) et f(X) ont un coefficient dominant egal a 1 et divisent X n — 1, 
d’apres le lemme de Gauss (c/. chapitre VIII), M^(X) et f(X) sont a coefficients 
dans Z. Il en est done de rrierne pour g(X). Or, p etant un nombre premier, 
on sait que pour tout nombre entier u, on a : u p = umod(p). On en deduit 
que f(X p ) = f(X) p mod(p), done que f(X) p = M^(X)g(X) mod(p). Si on note 
f(X) et M^(X) les polynomes de (Z/pZ)[V] obtenus a partir de f(X) et Mq(X) 
en considerant la reduction modulo p sur les coefficients, on deduit de ce qui 
precede que M^(X) et f(X) ont un facteur connnun, done que X n — 1 a une 
racine multiple, ce qui est en contradiction avec la remarque (XV.l.l.c). Done 
mo ■ Q] = IGaimOm = |U(Z/nZ)| = p{n). □ 

Remarque XV.2.2. Dans le cas de la caracteristique strictement positive, 
Gal (K(0/K) peut etre isomorphe a un sous-groupe strict de HJ(Z/nZ) 
(c/. exemple XV. 3.1 ci-dessous). 

On peut generaliser l’etude precedente au cas du polynome X n — a, a E K. 
Le cas general etant assez delicat (c/. TR.XV.C), nous allons nous placer sous des 
hypotheses restrictives, rnais qui nous suffiront dans la suite. 

Pmposition XV.2.1. Soient K un corps de caracteristique nulle dans lequel le po- 
lyndme X n — 1 est scinde, a un element de I\, L un corps de decomposition de 
X n — a sur K . Le groupe de Galois de L/K est abelien. 

Demonstration. Soit a une racine de X n — a. Si e est une racine n-ieme de l’unite, 
il est clair que ea est une racine de X n — a. On decrit ainsi toutes les racines de 
X n — a a partir de a en la multipliant par les racines n-ieme de l’unite. Puisque 
les racines n-ieme de l’unite sont dans K, on en deduit que L = K{a). Les 
elements de Gal{L/K ) sont done determines par les images de a. Soient s et t les 
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elements de Gal(L/K) definis par s(a) = ea, t(a) = rya, avec e n = g n = 1 : alors, 
s o t(a) = erja = gea = to s(a), d’ou Gal[L/K ) est abelien. □ 

Remarque XV. 2... . On trouvera une version plus precise de ce theoreme au theo- 
reme XV. 5. 2. 

Exercice XV. 2. Soit p / 2 un nombre premier. Montrer que le corps <Q>(U P ) a un 
unique sous-corps E tel que E/Q soit une extension quadratique. Montrer que si 
p = 1 (mod 4), alors E C M, et que si p = 3 (mod 4), alors E <£_ M. (Indication : 
notant £ une racine p-ieme primitive, f(x) = x p — 1 et d = — C J )) 

on calculera le discriminant (c/. TR.XVI.A) D(f) = d 2 a l’aide de la formule 

p(p— 1 ) . . / p — 1 

D(f) = ( — 1) 5 ]“[ /'((■*). En deduire que E = Q(y ( — 1)^“ p).) 

XV. 3. Polynomes cyclotomiques 


Soient K un corps, P son sous-corps premier, n un entier non divisible par la 
caracteristique p de K . On sait qu’il y a, dans P, p{n) racines n-ieme primitives de 
l’unite, 0 ,..., Cip(n) ■ On considere le polynome, appele polynome cyclotomique 
d’ indice n, 

<p(n) 

®n{X)= 

i— 1 

Notons Go le groupe de Galois de l’extension K(£)/K, ou C est l’une des Q. Le 
polynome 4> n (X) est invariant sous l’action de Go, par consequent 4> n (X) E K\X\. 

Remarque XV.3.1. 

a) Pour que <L n (V) soit irreductible, il faut et il suffit que l’ordre de Go soit 
egal a <p(n). En effet, si 4> n (X) est irreductible, alors [K(() : K] = <p(n), d’ou 
| Go | = <p{n). Reciproquement, si | Go | = <p(ra), comme K(Q/K est galoisienne, 
alors [K( () : K] = c p(n ) = deg{Q n ) ; comme 4> n (C) = 0, Mq(X) divise 4>n(A!) 
et, puisque deg(M^(X)) = deg(& n (X)) et que <L n (V) est unitaire, <3? n (V) est 
irreductible. 

b) On deduit de ce qui precede que 4> n (X) est irreductible sur Q et egal 
a M C (X). 


Soit x une racine n-ieme de l’unite. Si x est d’ordre d, alors d divise n et x 
est une racine d-ieme primitive de l’unite. Reciproquement toute racine d-ieme 
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primitive de l’unite est racine n-ieme de l’unite si d divise n. On a done 

X n -l = \[^ d (X) 

d\n 

ou encore 

X n — 1 

tn(X) = 

Par consequent, on peut construire <L n (A) des qu’on connait 4>d(A) pour les 
diviseurs d de n. Ceci permet de degager un procede de construction par recurrence 
des polynomes cyclotomiques. 

En particulier, comme 4>i(A) = A — 1, si n est un nombre premier, on a 
X n - 1 = (A - l)$ n (A), d’oti $ n (A) = I- 1 + ... + X + 1. 


Remarque XV.3.2. La methode de calcul de ( I> n ( X ) par recurrence indiquee ci- 
dessus, pour K = Q, prouve que $ n (X) € Z[X] et que les coefficients sont deter- 
mines par la meme formule de recurrence quel que soit le corps K. On demontre 
ainsi, par recurrence, que si K est un corps de caracteristique p, alors <3? n ,k{*) 
s’obtient a partir de $ nj Q par reduction des coefficients modulo p. 

Exemple XV.3. . Appliquons le procede de recurrence pour calculer ‘I* 1 2 ( A ) . Les 
diviseurs de 12 sont 1, 2, 3, 4, 6, 12. Done 

x 12 — 1 = $ 12 (a)$ 6 (x)$ 4 (a:)^3(^)$2(a:)^i(v). 

On a X 12 — 1 = (A 6 — 1)(X 6 + 1). Mais, puisque 

A 6 - 1 = $ 6 (A)$3pO$2pO$!pa 

alors 

A 6 + 1 = 4>i 2 (A)4> 4 (A). 

Mais 

A 4 - 1 = $ 4 (A)$ 2 (A)$i(A), 

et comme 4> 4 (A) = A — 1, 4> 2 (A) = A + 1, on a <L 4 (A) = A 2 + 1, d’ou 

4> 12 (A) = A 4 — A 2 + 1. 

Dans un corps de caracteristique 5 (par exemple Z/5Z), on a 

A 4 - A 2 + 1 = (A 2 - 2A - 1)(A 2 + 2A - 1). 

Ceci prouve, d’apres la remarque (XV. 3.1. a), que dans le cas n = 12, p = 5, le 
corps des racines n-ieme de l’unite sur K est une extension galoisienne dont le 
groupe de Galois est un sous-groupe strict de HJ(Z/nZ). 
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XV. 4. Corps finis 


Contrairement a ce que nous avons considere jusqu’a maintenant, nous allons 
supposer que le corps K est non necessairement commutatif, c’est-a-dire que la 
multiplication n’est pas commutative (et done le groupe K* n’est pas abelien). 
Nous avons vu au TR.IX.B un exemple d’un tel corps : le corps des quaternions. 
Nous allons demontrer le celebre theoreme de Wedderburn : 

Theoreme XV.4.1. Un corps fini est commutatif. 


Demonstration. Soit F un corps fini, suppose non necessairement commutatif. On 
considere son centre Z(F ) = {x E F \ Vy G F, xy = yx}. II est clair que Z(F) est 
un sous-corps commutatif fini de F, done de caracteristique p > 0. Par consequent, 
en notant F p le corps premier de caracteristique p, (F p ~ Z/pZ) et [Z(F) : F p ] = /, 
le cardinal de Z(F) est q = P- La multiplication dans F munit F d’une structure 
de Z(F)-e space vectoriel et, puisque F est fini, d\m. z t F ^ F = n < +oo. De sorte 
que le cardinal de F est q n = (p^) n . Soit x un element non nul, done inversible, 
de F. On considere Z(x) = {y £ F \ xy = yx} : il est clair que Z(x) est 
un sous-corps de F contenant Z(F). Le cardinal de Z{x) est egal a q d ( x \ ou 
d{x) = dimz(F) Z(x). On considere l’action du groupe F* = f ? \{0} sur lui-meme 
par conjugaison; on obtient une partition de F* en orbites (disjointes) et ces 
orbites sont en nombre fini. Une application immediate de l’equation aux classes 
(corollaire IV. 2.1) donne l’egalite : 

n n _ 1 

'’-‘ = •-1 + 14 ^, (*) 

x&P y 

ou P est un ensemble de representants x € F* des orbites non ponctuelles, ( i.e . 
x 0 Z(F)). Cet ensemble P est vide si et seulement si F = Z(F), i.e. n = 1. 
Supposons que n > 1. On considere le polynome cyclotomique <3? n (V). II resulte 
de l’egalite X n — 1 = < l ue P our tout entier d divisant n, d ^ n, le 

polynome <l> n (V) divise le polynome ■ On en deduit que & n (q) divise q n — 1 

e t / — jtf , done, d’apres (★), il divise aussi q— 1. Or, < L n ( ( ?) = I [(<7 — Ci); ou 

Z — ^ Qd\%) — \ J-J- 

x£P ^ i 

les Q son t les racines n-ieme primitives de l’unite, done differentes de 1 et, vues 

dans C, de module 1 . Comme q ^ 2 , on a | q~Ci |> q— 1. On en deduit que & n (q) 
ne peut diviser q — 1 dans Z, d’ou une contradiction. Par consequent, n = 1, i.e. 
F = Z{F) et F est commutatif. □ 
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L’etude des corps finis se ramene done a celle des corps commutatifs finis. 
Nous allons maintenant completer les resultats etablis au chapitre IX. Nous allons 
enoncer un theoreme general et renvoyer au chapitre IX pour les demonstrations 
des resultats etablis alors. 

Theoreme XV.4.2. (i) Un corps fini a une caracteristique p > 0 et son cardinal 
q est une puissance de p. Si q = p n , son groupe additif est somme directe de n 
groupes cycliques d’ordre p, son groupe multiplicatif est cyclique d’ordre q — 1. 

(ii) Pour tout nombre premier p et tout entier n > 0, il existe un corps F g 
ayant q = p n elements. Ce corps est un corps de decomposition du polyndme 
X q — X sur le corps premier F p = Z/pZ et tout element de Fq est racine de ce 
polyndme. 

(iii) Tout corps fini a q = p n elements est isomorphe a F 9 . 


Demonstration. Pour l’assertion (i), cf. chapitre IX. 

Demontrons l’assertion (ii). Soit q = p n ; on considere dans F p un corps de 
decomposition, note F ? , du polynome X q — X sur F p . Le polyndme derive etant 
egal a —1, toutes les racines de X q —X sont simples. II y a done, dans F 9 , q elements 
distincts qui sont les racines de X q — X. Montrons que ces racines forment un 
corps : soient a et f3 deux quelconques de ces racines. On a : 

( a + (3) q — (a + (3) = a q + /3 q — a — (3 = 0, 

(- a) q -(-a ) = {-T) q a q + a- 

si p est impair, (— l) 9 = —1 et —a est racine; si p est pair —1 = 1 dans Z/2Z et 
—a est racine. De plus, 

(■ a/3) q — a (3 = a q f3 q — a/3 = a/3 — a (3 = 0 

et 

afi 0, (a -1 ) 9 — a -1 = (a 9 ) -1 — a -1 = a -1 — a -1 = 0. 

Les racines de X q — X forment un corps et elles engendrent F g sur F p . Ce corps 
est done egal aF ? , ce qui prouve (ii). 

Demontrons l’assertion (iii). Si F est un corps ayant q elements, tout element 
x S F verihe x q = x (cf. chapitre IX), done est racine du polyndme X q — X. 
Ceci entraine que le polyndme X q — X a q racines distinctes dans F, qui sont 
done toutes simples. Autrement dit F est un corps de decomposition (sur F p ) du 
polyndme X q — X, il est done isomorphe a F p . □ 
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Exercice XV. 3. Soient p un nombre premier, net r des entiers posit ifs. 

a) Montrer que si (r,p n — 1) = 1, tout element de F p n est une puissance r-ieme. 

b) Montrer que si r divise p n — 1, un element x de F p ™ est une puissance r-ieme 
si et seulement si x( p "~ 1 ^ r = 1. 

Rappelons que nous avons montre au TR.IX.A le resultat suivant : 

Proposition XV.4.1. Si K un corps fini de caracteristique p > 0, le morphisme de 
Frobenius 

tp : K — » K, p(x) = x p 

est un automorphisme. □ 

Theoreme XV.4.3. Soient p un nombre premier, n > 0 un entier, F g un corps a 
q = p n elements. 

(i) Tout automorphisme de F g est un F p -automorphisme. 

(ii) L ’extension Fg/F p est abelienne ; son groupe de Galois est cyclique, engen- 
dre par l ’automorphisme de Frobenius. 

Demonstration, (i). Soit s un automorphisme de F g . Montrons que s laisse fixes les 
elements de F p . Soit x G F p ; on a x p = x, d’ou s(x p ) = s(x) p = s(x) et s(x) G F p . 
Done S|F p est un automorphisme de F p , d’ou S| F est egal a l’identite. 

(ii). Par construction, l’extension F g /F p est galoisienne, de degre n. Soit 
tp V automorphisme de Frobenius de F g et G le groupe engendre par (p. On a 
p> n (x) = x pU = x pour tout x G ¥ qi done ip n = id. Soit d ^ n l’ordre de p>. Pour 
tout x de Fq, on a ip d (x) = x p< = x ; on en deduit que tout element de F q est racine 
du polynome X pd — X, par consequent, d = n. Puisque [F g : F p ] = n, on sait que 
GaZ(Fg/F p ) est d’ordre n. On a done G C Gal(F q /F p ) et | G \ = \ Gal(¥ q /¥ p ) |. 
D’ou l’egalite Gal(F q /F p ) = G = < >. □ 

On obtient, de la meme maniere, la generalisation suivante. 

Theoreme XV.4.4. Soient p un nombre premier, m et n deux entiers positifs. 

(i) F p n et F p m etant consideres comme deux sous-corps de F pj F p ™ est contenu 
dans F p m si et seulement si n divise m. 

Supposons que m = nd et posons q = p n . 

(ii) Pour tout generateur £ du groupe cyclique F *m, on a F pm — F ? (C)- 
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(iii) Dans une extension algebriquement close de F g , il existe une seule exten- 
sion de Fg, de degre d, isomorphe a F p m . 

(iv) L’extension F p m/Fg est abelienne ; son groupe de Galois est cyclique 

d’ordre d, engendre par ip n , ou ip est I’automorphisme de Frobenius de F g /F p 
(Le. ip(x) = x p ). □ 

Exewice XV.4. 

1. Soient F un corps fini et P(X) £ F[X] un polynome irreductible de degre 
n. Montrer que le groupe Gal(P) est engendre par le n-cycle (l,...,n), apres 
numerotation convenable des racines lors de Identification de Gal(P) avec un 
sous-groupe de S n . (On remarquera que, dans le cas des corps finis de cardinal q, 
un corps de rupture d’un polynome irreductible est corps de decomposition, en 
faisant agir le Frobenius x i— > x q .) 

2. Soient P(X) £ F[X] un polynome de degre n et 

P(X) =P 1 (X)...P r {X) 

sa decomposition en irreductibles, les racines de chaque facteur etant supposees de 
multiplicite 1 ( P possede done n racines distinctes dans une cloture algebrique F 
de F ). On note n, = deg(Pi(X)), 1 ^ i ^ r. Montrer que le groupe Gal(P) est 
engendre par le produit des r cycles 

(1, . . . , ni), (ni + 1, . . . rai + n 2 ), • • • , (ni + . . . + n r _i + 1, . . . , n) 

quitte a numeroter correctement les racines. (On remarquera que si Xi designe 
une racine quelconque de Pi dans F, alors K = F(x\, . . . , x r ) est un corps de 
decomposition de P et que x q = Xi pour tout i si et seulement si m est un 
multiple de /r = ppcm(ni). En deduire que K/F est de degre pi et conclure.) 

XV. 5. Extensions cycliques 

Definition XV.5.1. On appelle extension cyclique d’un corps K toute exten- 
sion E/K galoisienne finie dont le groupe de Galois est cyclique. 


Les corps finis sont des exemples de telles extensions. 

Pour etudier cette classe d’extensions, nous allons d’abord etablir un resul- 
tat tres important, connu sous le nom de theoreme de Hilbert 90. Rappelons la 
definition de la norme donnee au chapitre XIII (c/. definition XIII. 5.1 et exer- 
cice XIII. 5). 
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Definition XV.5.2. Soient E/K une extension finie separable et normale et 
G = Gal(E/K). La norme N(x) d’un element x E E est definie par 

N (x) = IlseG 8 ^)- 


Remarque XV. 5. . Cette expression est bien definie puisque |G| < +oo. Si 1 : ex- 
tension E/K est galoisienne, alors N[x) E K. En effet, pour tout r E G, on a 
t(N(x)) = r (risGG s ( x )) = r[seG TOS ( x )- Mais, puisque |G| < +oo, quand s 
parcourt G, r o s aussi, d’ou t(N(x)) = N(x) et N(x) E Inv(G) = K. 

Theoreme XV5.1 (Hilbert 90, version multiplicative). Soit E/K une extension 
normale finie dont le groupe de Galois G est cyclique, engendre par un element t. 
Un element x E E est tel que N(x) = 1 si et seulement s’il existe y E E, y 0, 
tel que x = 

Demonstration. Supposons que | G \ = n et qu’il existe i/ / 0 dans E tel que 

x = -f- t. Alors, 
n y) ’ 

N(x) = xt(x)t 2 (x) . . . r n-1 (x) 

= V r{y) r 2 {y) T n ~ l (y ) = y = y = 

r(y) r 2 (y) r 3 (y) r n (y) r n (y) y 
Reciproquement, supposons que N(x) = 1 ; pour tout element z E E, on pose 

uq = xz, u\ = (xt(x))t(z), ... ,Ui = (xt(x) . . . t % {x))t 1 {z ) 

pour 0 ^ i ^ n — 1. Alors u n - \ = N(x)t 71 ~ 1 (z) = r n ~ 1 (z). De plus Ui+\ = xr(rtj), 
0 ^ i ^ n — 2. On definit alors y = uq + u\ + . . . + u n -\. Supposons que y = 0 
pour tout z E E. On pose A* = xt(x) . . . r l {x ) ; on a alors : 

A 0 t°(2:) + Ait(z) + . . . + A n _ir n_1 (z) = 0. 

Par consequent, les automorphismes distincts t 1 sont lineairement dependants sur 
E, ce qui est en contradiction avec le theoreme (X.3.1). D’ou, il existe z tel que y 
soit non nul. On a : 

r{y) = t(u 0 ) + • • • + r(u n - 1 ) 

= -Ol + . . . + u n - 1 ) + T n (z) 

X 

= -(uo + . . . + u n - 1 ) 

X 

= 1 
X 


d’ou x 



□ 
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Chapitre XV. Racines de l’unite - Corps finis Extensions cycliques 


Exercice XV., . Theoreme Hilbert 90, version additive. 

Soit E/K une extension cyclique finie et soit r un generateur de son groupe 
de Galois. Montrer qu’un element x £ E est tel que Tr{x ) = 0 si et seulement 
s’il existe y £ E tel que x = y — r(y). (Pour la definition de la trace, cf. exer- 
cice (XIII. 5).) On sait (loc. cit .) qu’il existe un element z £ E tel que Tr(z) ^ 0 ; 
considerer l’element 

y = ) . (xr(z) + (x + t(x))t 2 (z) + . . . + (x + t(x) + . . . + r n ~ 2 (x))r n_1 (z)) . 

1 r{z) 

Remarque XV.5. . Un resultat plus general, souvent appele aussi theoreme « Hil- 
bert 90 », sera donne a la fin de ce chapitre (TR.XV.B). 

Theoreme XV.5.2. Soient n un entier positif et K un corps de caracteristique pre- 
miere a, n, contenant les racines n-ieme de I’unite. 

(i) Soit E/K une extension cyclique de degre n. Alors il existe a £ K et a £ E 
racine du polynome X n — a, tels que E = K(a). 

(ii) Reciproquement, soient a £ K et a une racine du polynome X n — a. Alors 
I’extension K(a)/K est cyclique, de degre d divisant n et a d E K. 


Demonstration, (i). Soit £ une racine primitive n-ieme de l’unite dans K et r un 
generateur de G = Gal(E/K). Puisque C £ K , on a N(Q = ( n = 1. D’apres 
le theoreme Hilbert 90, il existe a E E tel que ( = On en deduit que 

r(a) = £ _1 a, ..., r*(a) = * = l,...,n. Done les elements sont n 

conjugues distincts de a sur K , d’ou \K(a) : K] ^ n. Mais, K(a) C E et 
[E : K] = n, d’ou E = K(a). De plus, si on pose a = a n , on a 

r*(a) = U(a n ) = U(a) n = {CTa n = a n = a. 

Autrement dit, a est laisse hxe par G, d’ou a £ K, puisque l’extension E/K est 
galoisienne. Par consequent, a est bien racine du polynome X n — a de K[X]. 

(ii). Soient a S K et a une racine du polynome X n — a. Alors, les ( l a, 
i = 1, . . . , n, sont aussi racines de X n — a et K(a) est un corps de decomposition 
sur K de X n — a, dans lequel toutes les racines sont distinctes. Done l’extension 
K(a)/K est galoisienne. Soit G son groupe de Galois. Pour tout cr G G, a(a) est 
racine de X n — a, done a(a) = e a a , ou e a est une racine de l’unite. L’application 
cr i — ^ E(j est un morphisme injectif de groupes de G dans le groupe des racines 
n-ieme de l’unite. Done G est isomorphe a un sous-groupe d’un groupe cyclique 
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d’ordre n. Par consequent G est un groupe cyclique d’ordre d divisant n. Si r est 
un generateur de G, alors e r est une racine primitive d-ieme de l’unite. D’ou 

r(a d ) = r(a) d = (e T a) d = a d 

et a d est laisse fixe par G. Par consequent a d E K. □ 

Dans le theoreme precedent, nous avons suppose que la caracteristique de K 
etait premiere au degre de l’extension E/K. Nous allons maintenant etudier le 
cas ou la caracteristique de K est egale au degre de l’extension. 

Theoreme XV.5.3. Soit K un corps de caracteristique p > 0. 

(i) Soit E/K une extension cyclique de degre p. II existe a E E tel que 
E = K(a) et a est racine du polynome X p — X — a avec a E K . 

(ii) Reciproquement, soient a E K et f(X) = X p — X — a. Alors, ou bien 
le polynome f(X) a une racine dans K et alors toutes ses racines sont dans K , 
ou bien le polynome f(X) est irreductible sur K et si a est une racine de f(X), 
K(a)/K est une extension cyclique de degre p. 

Demonstration, (i). Soit E/K une extension cyclique de degre p et soit r un gene- 
rateur de son groupe de Galois G. On a Tr^/K{~ 1) = p(~ 1) = 0, done, d’apres la 
version additive du theoreme « Hilbert 90 », il existe a E E tel que r(a) — a = 1, 
i.e. r(a) = a + 1. On en deduit que pour tout i, 1 ^ i ^ p, r l (a) = a + i. Done 
a a p conjugues distincts, ce qui entraine [K(a) : K] ^ p. D’ou E = K(a). On a 

t(o p — a) = r(a) p — r(a) = (a + l) p — (a + 1) = a p — a. 

Autrement dit, a p — a est invariant par t, done par G, i.e. ( a p — a) E K. En 
posant a = a p — a, il est clair que a est racine du polynome f{X) = X p — X — a. 

(ii). Soient a E AT et f(X) = X p — X — a. Si a est une racine de f(X), alors 
a + i, 1 ^ i ^ p, sont des racines de f(X), qui a done p racines distinctes, et si 
l’une est dans K, elles sont toutes dans K. 

Supposons que f(X) n’a aucune racine dans K et supposons que 
f{X) = g(X)h(X), avec g{X) E K[X\ et h{X) E K[X\, 1 < d = deg{g) < p. 
Puisque f(X) = W// = \ {X — a — i), le coefficient de X d ~ 1 est la somme de d termes 
— (a + z). Ce coefficient est egal a —da+j, pour un certain entier j. Comme d E K 
est non nul, on a a E K, d’ou une contradiction et f(X ) est irreductible. Toutes 
les racines de f(X) sont simples et dans K(a ), done K(a)/K est galoisienne. 
Puisque a+ 1 est aussi une racine, il existe un automorphisme r de K(a) tel que 
t(cx) = a + 1. On en deduit que, pour 1 ^ i ^ p, T l (a) = a + i, qui sont distincts, 
done le groupe de Galois de K{a)/K est cyclique, engendre par r. □ 
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X TR.XV.A. Symboles de Legendre. Loi de reciprocity 

quadrat ique 

Dans tout ce TR, p designe un nombre premier impair. 

Pour tout x <G IF*, on definit le symbole de Legendre j de la maniere 
suivante : 

(p) = i ^ x e f;2 ’ (f) = _1 ^^ f;2 ' 

Soit d un entier premier a p. On dit que d est un residu quadratique mo- 
dulo p si = 1, ou d est un representant de la classe de d modulo p, et que d 

est non residu quadratique modulo p si (^) = —1. 

Montrer que pour tout x e F*, (^J = 

Montrer que l’application F* — > {1,-1}, definie par x est un mor- 

phisme de groupes. 

Soient K un corps de caracteristique differente de p et £ line racine primitive 
p-ieme de l’unite (dans une cloture algebrique de K ). Pour tout x £ F*, Q x est 
bien defini par £ x = £ fc , avec x = kmod{p). On pose 



et on appelle cet element somme de Gauss sur ¥ p . 

Montrer que s 2 = (-y)p = (— l) 2 ^ - p. 

4 Soit q un nombre premier, q ^ 2, q ^ p. Montrer que s q = (-)s et en deduire 
que s q ~ L = (J). 
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5 Soient. p et q des nombres premiers impairs distincts. Montrer que 



Cette derniere egalite est la loi de reciprocity quadratique de Gauss. 
Elle per met, entre autres, de ramener le calcul du symbole de Legendre a des 
calculs simples, par reductions successives. Par exemple, 

/ 1965 \ / 3 \ / 5 \ / 131 \ 

\2311 ) ~ V2311 ) \23lT ) \23lT ) ' 

Comme 2311 = lmod(3), on a (yjyr) = (2MI) (_l)H 55x i = — = —1. On 
precede de la meme maniere pour les deux autres termes et on trouve (yyyy) = 1. 

Comme application de ce qui precede, nous allons montrer le resultat suivant : 
toute extension quadratique de Q est contenue dans une extension cyclotomique. 
Plus precisement : 

Si K/Q est une extension de degre 2, il existe une racine de V unite 
£ telle que K C Q(C)- 

On sait que si K/Q est une extension de degre 2, il existe un entier d, sans 
facteur carre, tel que K = Q(\/d). Alors d s’ecrit d = 2 e pi . . .p r , avec e = 0, 1 et 
les pi sont premiers impairs, d’oti 

K CQ (v^l, V2, \fp\-, • • • , VP^) • 

6. Soit ^8 une racine primitive 8-ieme de l’unite. Montrer que Q(y/—1, y/2) est 
contenu dans Q(Cs)- 

Soit p un nombre premier impair et Cp une racine primitive p-ieme de l’unite. 
Montrer que sjp £ Q(C p)- (Utiliser la question 3.) 

8 En deduire que K C avec m = 8pi . . ,p r . 

Le resultat demontre ci-dessus est un cas particulier de l’important theoreme 
suivant : 

Theoreme (Kronecker- Weber). Si K/Q est une extension abelienne finie, il existe 
une racine de l ’unite ( telle que K C Q(C)- 
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4b TR.XV.B. Interpretation cohomologique 

du theoreme « Hilbert 90 » 

Introduisons d’abord quelques definitions tres elementaires de cohomologie des 
groupes. Soient G un groupe, A un groupe abelien, dont on notera la loi additi- 
vement, et G x A — ► A, ( g , a ) i— ► g. a vine action de G sur A par automorphismes 
(cf. definition IV.3.1). 

On appelle 1-cocycle ou morphisme croise line application / : G — > A 
verifiant f(gg') = g.f(g') + f(g), pour tons g et g’ dans G. 

1 Montrer que 1 ’ensemble Z 1 (G,A ) de tous les 1-cocycles de G dans A est un 
groupe abelien pour la loi definie par (/, f) > / + f. 

Un 1-cocycle / est un 1-cobord s’il existe a £ -A tel que f(g) = g.a — a, pour 
tout g £ G. 

2 Montrer que l’ensemble B 1 (G,A) de tous les 1-cobords est un sous-groupe de 
Z 1 (G,A). 

On note H 1 (G,A) le groupe quotient Z 1 (G, A)/B 1 (G, A) et on l’appelle 
groupe de cohomologie de G a coefficients dans A. On pose H°(G,A) = A G 
le sous-groupe forme des elements de A invariants sous Faction de G. 

3, Verifier que si Faction de G sur A est triviale (i.e. g.a = a pour tout g £ G et 
tout a £ A), on a H°(G,A) = A et H 1 (G,A ) = Hom(G,A). 

On suppose que le groupe G est cyclique d’ordre n, engendre par un generateur 
t. On considere les deux endomorphismes de A suivants : 

n— 1 

n = T , ^ = E ri ’ d = t — i. 

g&G i = 0 

On a Ker(N) = {a £ A\N(a) = 0} et D(A) = {r.a — a\a £ A}. 

4 Montrer que A) ~ Ker(N) / D(A). 

Nous allons maintenant appliquer ces resultats dans le cadre des extensions 
galoisiennes. 

Soient E un corps et E* le groupe de ses elements non nuls ; le groupe E* 
est un groupe abelien dont la loi est notee multiplicativement. Soit G un sous- 
groupe du groupe Aut(E) des automorphismes de corps de E. Alors l’application 
G x E* definie par (f,x) > f(x), avec / £ G et x £ E* , definit une action du 

groupe G sur le groupe E*. On peut done appliquer les constructions precedentes 
a cette situation (on prendra soin de passer de la notation additive a la notation 
multiplicative), et on obtient le groupe H l {G,E*). 
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5. Soient E/K une extension galoisienne finie et G = Gal(E / K) son groupe de 
Galois. Soient f : G — > E* un 1-cocycle et c un element de E : on considere 
b = Ylg^G f(s)(s- c )- Montrer que Von peut choisir l’element c tel que l’element b 
soit, non nul. (Utiliser le theoreme (X.3.1).) 

6 En deduire que, sous les hypotheses de la question 5, on a E*) = 0. (On 

verifiera que f(b) = &/(<?) _1 , ce qui prouve que / est un 1-cobord.) 

Le resultat ci-dessus est aussi souvent appele theoreme « Hilbert 90 ». 

7 En utilisant les resultats des questions 4 et 6, demontrer le theoreme (XV. 5.1). 

8 Montrer qu’on a une version additive du theoreme (XV. 5.1) en remplagant les 
conditions N(x) = 1 par Tr E / K (x) = 0 et x = rpfjjj pur x = y — r(y). 


A TR.XV.C. Irreductibilite du polynome X n - 

Le theoreme (XV. 5. 2) donne une description complete des racines de l’equation 
X n — a = 0 lorsque le corps de base contient les racines n-ieme de l’unite. Nous 
allons maintenant etudier 1 ’irreductibilite du polynome X n — a, sans cette derniere 
hypothese. 

Nous allons etablir le theoreme suivant : 

Theoreme XV. C.l. Soient K un corps, n ^ 2 un entier, a £ K un element non 
nul. On suppose que a ^ K p pour tout nombre premier p divisant n et que si n 
est divisible par 4, alors a ^ —4 JL 4 . Alors le polynome X n — a est irreductible 
dans K[X\. 

Premiere etape. Nous allons montrer, par recurrence, que l’on peut se ra- 
mener au cas ou n est une puissance d’un nombre premier. 

On pose n = p r m avec p impair, premier a m. On ecrit 

m 

X m -a = l[(X - ai) 

2—1 

la factorisation de X m — a en facteurs du premier degre. Dans toute la suite, on 
pose a = a\. On remplace dans cette expression X par X pT et on obtient 

m 

X n ~a = H(X pr - ai ). 

2—1 

On peut, par hypothese de recurrence, supposer que X m — a est irreductible 
dans K[X\. 
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1 Montrer que a n’est pas une puissance de p dans K(a). (On suppose que 
a = /3 P , /3 E K(a) et, en utilisant la norme Nk(o)/k-, on niontre qu’on aboutit a 
une contradiction.) 

On suppose le theoreme vrai si n est une puissance de p. Alors X pr — a est 
irreductible sur K(a). 

2 Montrer que le polynome X n — a est irreductible sur K. (On note y une racine 
de X pT — a et on considere la suite d’extensions K C K(a ) C K(y).) 

Deuxieme etape. On suppose maintenant que n = p r et que p est la carac- 
teristique de K. 

3 Soit a une racine p-ieme de a. Montrer que a n’est pas une puissance de p dans 
K(a). En deduire, par recurrence, que X pT — a est irreductible sur K. 

On suppose que p n’est pas egal a la caracteristique de K et que r ^ 2. 
Soit a une racine de X p — a; on a X p — a = — a *)> avec oj = a et 

(X pr -a) = U i =?(X pT - 1 -a i ). 

Supposons que a n’est pas une puissance de p dans K(a). Soit y une racine 
de X pr ~ x - a. 

4 Montrer que si p est impair, y est de degre p r sur K et conclure. 

5. Montrer qu’il en est de meme si p = 2. (On suppose que a = — 4/3, avec 
/3 E K(a), d’ou —a = N K / a y K {a) = 16A r ^( Q )/^(/3) 4 , d’ou une contradiction.) 

Supposons que a = (3 P , avec /3 E K{a). On a 

-O = (-1 ) P Nk{o)/k{cE) = (-1 ) P N K (a)/K(P P ) = (-1 ) P Nl<(a)/K(P) P - 

6 Montrer qu’ alors p ne peut etre impair. 

On a done forcement p = 2, d’ou —a = A T K(a)/K(P) 2 es t un carre dans K. 

7 En deduire que —1 n’est pas un carre dans K. 

On a done une decomposition sur K{i ) (i 2 = — 1), 

X 2r -a = (X 2r - 1 + ib)(X 2r ~ 1 -ib). 

8 En deduire le resultat. (Si les facteurs (X 2r 1 ib ) sont reductibles, on montre 
que ib est un carre dans K{i), d’ou une contradiction.) 

Nous allons maintenant deduire du theoreme (XV.C.l) ci-dessus le resultat 
suivant : 

Theoreme (XV.C.2). Soit K un corps tel qu’une cloture algebrique K de K soit 
une extension de K de degre fini strictement superieur a 1. Alors K = K(i) 
( i 2 = —1), et K est de caracteristique nulle. 
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La demonstration proposee (1) ici utilise les theoremes fondamentaux de la 
theorie de Galois et des resultats du TR.XIII.B. Elle n’est qu’esquissee, ce qui 
rend certaines questions difficiles. Le lecteur interesse pourra consulter [17] pour 
une demonstration detaillee. 

Supposons que l’extension K/K ne soit pas separable. 

9 Montrer qu’il existe un corps E, K C E C K, et un element a £ E, tels que 
X p — a soit irreductible sur E. (D’apres le TR.V.B, K est une extension radicielle 
de K s .) 

10. En deduire que K ne peut etre de degre Uni sur E, d’ou une contradiction. 
(Utiliser le theoreme (XV.C.l).) 

L’extension K/K est done separable et, puisqu’elle est normale, e’est une ex- 
tension galoisienne, finie par hypothese. L’extension K/K(i) est aussi galoisienne, 
on note G = Gal{K / K(i)). 

Nous allons montrer que |G| = 1, ce qui prouvera que I\ = K(i). On fait 
un raisonnement par l’absurde. Supposons qu’il existe un nombre premier p qui 
divise l’ordre de G. D’apres le theoreme de Sylow (V.1.1), il existe un sous-groupe 
H de G d’ordre p. Soit F le corps des invariants de H . On a [K : R 1 ] = p. 

11. On suppose que p n’est pas egal a la caracteristique de K. Montrer que K est 
un corps de decomposition d’un polynome X p — a. (Utiliser le theoreme (XV. 5. 2).) 

2 

12. On en deduit que le polynome X p — a est reductible. Montrer que necessai- 
rement p = 2 et a = —4 6 4 avec b E F. En deduire une contradiction. (Utiliser le 
theoreme (XV.C.l).) 

13. ( 11 ) Montrer que si p est la caracteristique de K, on aboutit a une contra- 
diction. 

On a done prouve que K = K(i), d’ou Gal(K / K) ~ Z/2Z. On notera o un 
generateur de ce groupe. 

II reste a prouver que K est de caracteristique nulle. On suppose que K est 
de caracteristique strictement positive. On note F le corps premier de K. Soit £ 
une racine primitive 2 r -ieme de l’unite. 

14. Montrer que Gal(K / K) correspond a un sous-groupe de Gal(F((/)/F). 

15. Montrer que le sous-corps de F invariant par a est egal a F. 

16. En deduire que [F(£) : F] = 2. En deduire une contradiction pour r assez 
grand. 
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TP.XV. Racines de l’unite dans un corps fini 

et codes BCH 


On se propose, dans ce TP, de passer en revue la theorie des polynomes cy- 
clotomiques sur un corps fini ¥ q . Comme application, on genere des codes BCH 
construits, par definition, a partir des polynomes minimaux de puissances d’une 
racine primitive de l’unite sur ¥ q . Puis l’on offre une initiation a la theorie des 
codes correcteurs d’erreurs : on expose comment coder et decoder un message 
dans le cas des codes BCH (ne pas confondre avec la cryptographie dont le pro- 
pos est d’envoyer un message secret que seul le destinataire puisse decoder) et 
l’on teste experimentalement la capacite de correction du code et la puissance de 
l’algorithme de decodage (une variante de l’algorithme d’Euclide etendu, due a 
Berlekamp et Massey). Ces methodes sont fondamentales dans les technologies de 
transmission de l’information, d’oii de multiples applications dans l’industrie. 

Racines de l’unite et polynomes cyclotomiques sur un corps fini ¥ q 

Les polynomes cyclotomiques sont, par definition, les 


$n(z) = n ( x ~ 0 


(&Vn 


oil V n C C designe l’ensemble des racines primitive n-iemes de l’unite, constitue 
des Cfc = e « , pgcd(fc,n) = 1. II y en a ip(n), oil l’on a note ip la fonction 
indicatrice d’Euler. La relation 



(XV. 1) 


d\n 


permet de calculer les par recurrence et montre que ces derniers sont a coeffi- 
cients entiers. On demontre que les l&d sont irreductibles dans Z[x] en reduisant 
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modulo un nombre premier p (voir le chapitre XV, paragraphe 3 ; le lecteur pourra, 
a titre d’exercice, demontrer l’irreductibilite sans recourir au groupe de Galois, en 
adaptant les idees du theoreme XV.2.1(ii)). 

Plus generalement, puisque est a coefficients entiers, on peut evaluer <L n , 
tout comme x n — 1, sur n’importe quel element d’un anneau A. On peut aussi 
regarder comme un polynome de A[x\, en considerant que ses coefficients 
Oj E Z sont maintenant a*. 1a E A, ce qui revient, pour A = 1,/pi,, a reduire les 
coefficients modulo p. Les racines de x n — 1 dans un corps K sont appelees les 
racines de I’unite dans K ; une telle racine est dite primitive si x n = 1 k, mais 
x d 1 k pour tout diviseur strict de n. 

Proposition 1. Supposons que la caracteristique de K soit premiere avec n. Alors 
les racines de I’unite dans K sont des racines simples du polynome x n — lG iv[x]. 
Plus generalement, les facteurs irreductibles dans la decomposition de x n — 1 en 
irreductibles dans K[x\ sont tons de multiplicity un. Les racines primitives de 
I’unite dans K sont les racines de <l? n dans K. 

Demonstration. Le polynome derive de P = x n — 1 est P' = nx n , qui est non nul 
car la caracteristique de K ne divise pas n. On en deduit que pgcd(P, P ') = 1 (car 
0 n’est pas racine de P), done les racines de P (dans un corps de decomposition) 
sont simples et les facteurs irreductibles dans la decomposition sur K\x\ sont de 
multiplicity un. 

L’egalite (XV. 1) dans Z[x] se transforme en une egalite dans K[x], Comme les 
racines de l’unite sont des racines simples, chacune est done racine d’un unique 
‘Ld, pour d divisant n. Or les racines qui ne sont pas primitives sont les racines 
de x d — 1, pour d un diviseur strict de n, done ce sont les racines des pour d 
un diviseur strict de n. Cela demontre que les racines primitives dans K sont les 
racines de dans K. □ 

Bien que le polynome <L n soit irreductible sur Q, il n’en est pas necessairement 
de riierrie lorsqu’on le reduit modulo p. Par exemple, < f > 7 (x) = x 6 + . . . + x + 1 se 
decompose en <& 7 (x) = (x 3 + x + l)(x 3 + x 2 + I) dans ^[x]. 

Nous allons dire ce qu’il advient si l’on regarde comme un polynome & n ,q 
de IFqjx], ou designe un corps fini a q = p n elements. Comme K = ¥ q est de 
caracteristique p, il contient canoniquement F p = {m.l^} et & n ,q se deduit de <!>„ 
en reduisant les coefficients modulo p (et non q !). Parler de la decomposition ou de 
l’irreductibilite de <f> n sur ¥ q est une commodity de langage : il s’agit bien-entendu 
de <f >„ )9 . 

Proposition 2. Soit F g un corps fini a q elements et n un entier premier a q. Notons 
r I’ordre de la classe de q dans U(Z/rtZ) (i.e. le plus petit entier tel que q r = 1 
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mod n). Alors les facteurs irreductibles dans la decompositon du polyndme cyclo- 
tomique d> n sur F g sont tons de degre r et de multiplicite un. 

Demonstration. Les facteurs irreductibles etant tous de multiplicite un en vertu de 
la proposition precedente, il reste a demontrer qu’ils sont de degre r. Soit done P 
un tel facteur et s son degre. On considere le corps K = F g [x]/(P), de cardinal 
q s . Tout element non nul a £ K verifie a qS ~ l = 1. Soit £ la classe de x dans 
F g [a:]/(P) : cet element annule l’image de P, done l’image de <&„, dans K. C’est 
done une racine primitive n-ieme dans K. Puisque C 95 ” 1 = 1 et puisque £ est 
primitive, n divise q s — 1, i.e. q s = 1 mod n. Cela demontre que s est un multiple 
de l’ordre r de q dans U(Z/nZ) et, en particular, s ^ r. 

Demontrons maintenant que s ^ r. Puisque = 1 et puisque n divise q r — 1, 
on a C t ( i r ~ l = 1 , done Q qr = On considere l’ensemble des racines dans K de 
l’equation x qr = x. C’est un sous-corps de K contenant F g et £, qui est un 
element primitif de l’extension K/¥ q . II s’agit done de K tout entier. Comme 
x qT — x possede au plus q r racines distinctes, le cardinal q s de K est plus petit 
que q r , d’ou s ^ r. □ 

Comllaiie 1. est irreductible sur F g si et seulement si la classe de q est un 
generateur de UCZ/nZ). 

Par exemple, les polynomes <£3 et <£5 sont irreductibles sur F 2 . 

Comllaiie 2. Le polyndme se decompose sur F p en un produit de polynomes 

irreductibles unitaires de degre r, deux a deux distincts. En particulier, il existe 
des polynomes irreductibles sur F p de n’importe quel degre r. 

Les polynomes cyclotomiques peuvent etre calcules de fagon efficace grace aux 
formules ci-dessous : 

(i) Si p est un nombre premier ne divisant pas n alors $ pn (x) < f > n (x) = $ p (x p ) 
(demontrer que Vn V = {x 6 C, x p € V n } est l’union disjointe V pn \_\V n )- 

(ii) Si chaque diviseur premier de k divise n, alors d>fc n (a:) = & n (x k ). 

On en deduit l’algorithme suivant de construction de <3? n : 

- on determine les diviseurs premiers p±, . . . , p m (distincts) de n; 

- on definit par recurrence fi(x) = fi-i(x Pi ) / fi-i(x) a partir de fo(x) = x — 1 ; 

n 

- alors d>„(x) = fm{x P1 ' Pm )• 
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Puisque l’on dispose d’un algorithme efficace de factorisation sur F p 
(TP.IX.A), le corollaire precedent fournit une methode de construction des corps 
finis F p r, alternative a celle exposee au TP.IX.A ou le polynome irreductible de 
degre r etait obtenu par tirage aleatoire. Cependant, c&pr.x est de degre ip(p r — 1), 
qui est exponentiel en r : c’est impratiquable pour r tres grand. 

1 Ecrire une procedure cyclo:=proc(n) calculant <L n en suivant l’algorithme 
expose ci-dessus. Tester avec n = 3 4 — 1 et comparer avec le resultat de la 
commande MAPLE numtheory [cyclotomic] (3~4-l,x). 

2 Verifier que P = x 4 — x 3 + x 2 — x + 1 est irreductible sur F 3 a l’aide de la 
commande Irreduc(P) mod 3. Si a designe une racine de P dans une cloture 
algebrique F 3 , le corps F 3 (a) ~ F 3 [x]/(P) est done un corps fini a 3 4 elements. 
Tester sous MAPLE : 

> alias (a=RootOf (P) mod 3): 

> Normal (a~9) mod 3; 

> Normal (a~ (-1) ) ) mod 3; 

et comparer avec les resultats des calculs menes dans F 3 [x]/(P), ou a corres- 
pond a la classe de x (commandes Rem pour le reste d’une division euclidienne 
et Gcdex pour obtenir l’inverse modulaire, e’est-a-dire les coefficients de Bezout 
calcules selon l’algorithme d’Euclide etendu). 

3. Nous allons maintenant apprendre a decomposer en irreductibles dans F^fx]. 
L’algorithme de Berlekamp expose au sein du TP.IX.A realise cette tache (bien 
que nous ayons suppose q = p pour simplifier ; le lecteur motive saura adapter 
les enonces). 

- Verifier que P\ = x 3 + 2x 2 + 2x + 1 est decompose sur F 3 , a l’aide de la 
commande Factor(P) mod 3. 

Demontrer qu’un corps de rupture de P 2 = x 3 + 2x 2 — x — 1 sur F 3 est 
corps de decomposition. On factorisera P 2 sur F 3 (a), ou a est defini par 
une commande RootOf, en invoquant Factor(P2,a) mod 3. 

Factoriser P 3 = x 4 + 2x 3 + 2x 2 + x + 2 sur Fg. Determiner un corps de 
rupture et un corps de decomposition. On utilisera les polynomes cyclo- 
tomiques (c/. corollaire 2 ) pour construire les corps finis F 3 r. 

4 Verifier que les facteurs irreductibles de 4 > 34 _i sur F 3 fc, 1 ^ k ^ 4, sont bien du 
degre prescrit par la proposition 2, sachant que l’ordre de q dans HJ(Z/nZ) s’ob- 
tient avec la commande MAPLE numtheory [order] (q,n). II est clair, au vu 
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du corollaire 2, que F 3 4 est corps de rupture, done de decomposition (puisque 
tous les facteurs sont de meme degre). 

Polynome generateur d’un code BCH(q,n, 5) 

On suppose que n est premier avec q. Sans expliquer la terminologie (pour le 
moment), un polynome generateur g 6 F g [x] d’un code BCH(q,n,5 ) est le ppcm 
des polynomes minimaux sur ¥ q des <5 — 1 puissances consecutives /3, ...,/3 5-1 
d’une racine primitive n-ieme f3 dans F 9 . 

C’est un diviseur de x 11 — 1. En effet, puisque les f3 l annulent x n — 1, leurs poly- 
nomes minimaux /ipi divisent tous x n — 1. On peut done ecrire g =\\j eS (x-/3 J ), 
ou X est une partie convenable de Z/nZ. Or g appartient a F g [x] si et seulement 
si g(x q ) = g(x) q , done si et seulement si X est stable par multiplication par q. 

Definition 1. Les classes cyclotomiques sont les orbites Xj de la multiplication 
par q dans Z/nZ, Le. les classes pour la relation d’equivalence 

i ~ j 3k E Z, q k i = j. 


La classe X* de i est la plus petite partie, stable par q, contenant i, ou en- 
core Xj = {*, qi , . . . , q s ~ l i\, ou s est le plus petit entier positif non nul tel que 
q k i = i mod n. Les entiers k E Z verifiant cette congruence torment un sous- 
groupe de Z contenant l’ordre r de q dans HJ(Z/nZ). On voit done que s divise r. 
Enfin, le lecteur justifiera facilement que les differents facteurs irreductibles de 
x n — 1 sur F q corespondent aux gi k ~ njeEi, (x — /3 3 ) , pour les differentes classes 
cyclotomiques X^. 

Voici comment construire g : 

- on calcule <L n ; 

- puis on factorise <L n sur ¥ q et l’on choisit une racine (3 d’un facteur irreduc- 
tible. 

- Soient Xj 15 . . . , Xj ; les classes cyclotomiques distinctes associees a 1, . . . , 8— 1 
(on peut meme choisir iy. tel que i ^ = minXjj,). On determine le polynome 
minimal gy k de (3 lk a l’aide de la decomposition en facteurs ireductibles sur 
F ? de ^n/pged (n,i k ) (puisque (3 lk est racine primitive sur ¥ q d’ordre l’ordre 
de ik dans Z/nZ) : on prend le facteur qui annule /3 lk . 

- Alors g = U[=i9i k - 
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5. On reprend l’exemple n = 3 4 — 1 de la question precedente et l’on se donne une 
racine f3 d’un facteur irreductible de <L n . Definir (3 par une commande RootDf , 
puis calculer Expand (product (x-beta~ (3~j ) , j=0 . . 3) ) mod 3. Verifier que 
l’on obtient bien le polynome minimal de /3. 

Ecrire une procedure s := proc(i ) calculant le cardinal de la classe cycloto- 
mique de i. Calculer s(l) et s( 2). En deduire p 2 = n / es 2 ( x — /3 J ')j calcule 
comme un produit. Verifier que /3 2 est racine de <f> m , pour m l’ordre de 2 dans 
Z/nZ. En deduire son polynome minimal, en testant quel facteur irreductible 
il annule, et comparer. 

6. On se restreint pour simplifier aux codes BCH binaires primitifs : on prend 
q = 2 et n = 2 m — l. La theorie des classes cyclotomiques est alors extremement 
simple : elles sont representees par les nombres impairs (justifier). 

Ecrire une procedure Generateur : =proc (m, delta) renvoyant g, calcule selon 
l’algorithme explicite plus haut, et le polynome minimal de la racine f3 choisie 
au cours de la procedure. On prendra soin de ne calculer que les factorisations 
des requises et de ne les calculer qu’une seule fois, afin d’optimiser le temps 
de calcul. Tester sur des exemples de votre choix. 

Codes correcteurs d’erreurs, codage et decodage des codes BCH 

Le propos de la theorie des codes correcteurs d’erreurs est la detection et la 
correction d’erreurs lors de la transmission d’un message dans un canal, qui est en 
general bruite, done source d’erreurs. En rajoutant une information supplemen- 
taire au message M (operation de codage) avant de le transmettre (on transmet 
done le message code m), on espere pouvoir reconstituer le message d’origine 
(operation de decodage) a partir du message requ m! . Si les erreurs ne sont pas 
trop nombreuses, le message decode M' est egal a M. 

Par exemple, on peut repeter plusieurs fois le message M et decoder en prenant 
les symboles qui apparaissent majoritairement. Une erreur de transmission se 
produit avec une probabilite moindre qu’en transmettant simplement le message, 
cependant le cout de la transmission se trouve accru, puisque la longueur du 
message augmente. Le but est de construire des codes qui reduisent la probabilite 
d’erreur, avec un cout raisonnable, et tels que l’on dispose d’algorithmes de codage 
et surtout de decodage efficaces. Les bases de la theorie des codes ont ete etablies 
par Shannon vers 1950. Les applications technologiques sont nombreuses dans 
les telecommunications (minitel, TV par satellite, etc.). C’est egalement grace a 
ces technologies qu’il est possible de lire un CD avec une bonne qualite d’ecoute, 
meme s’il est raye. 
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L’algebre fournit des codes tres utiles. Un code lineaire sur F 9 , de dimension 
k et longueur n, est un sous-espace C de dimension k de F”. Le choix d’une base 
definit une application d’encodage E : F^ — > F™ dont l’image est C . 

Afin de transmettre un message, on commence par 1’ identifier a un element de 
¥ k q . Si 1 ’on prend, par exemple, q = 2 et k = 64, et si l’on desire transmettre un 
message redige en ASCII ', alors chaque lettre ASCII peut etre identifiee a un 
octet et un bloc de 8 lettres a un « mot » de F® 4 . 

Pour chaque mot a = (a\, . . . , a^) E F™, on note 

w(a) = Card({i, a* / 0}) 

son poids de Hamming. La distance minimale du code est, par definition, 
d(C) = min(u>(a), a E C\{0}). Comme C est un espace vectoriel, w(a—b ) ^ d(C) 
pour deux mots distincts a et b du code. Le lecteur verifiera facilement que 
d(a, b) = w(a — b ) definit une veritable distance sur les mots de F” , au sens 
des espaces metriques. Par exemple, le code de repetition pure C = {(a, a, a) E 
Fg 92 , 0 E F® 4 } possede une distance minimale d(C) = 3. 

Un mot regu m' est decode en c E C tel que w{c—m!) soit minimal. Comme les 
probability vont dans ce sens, on parle de decodage selon le principe du maximum 
de vraisemblance. On voit facilement que le message est decode correctement si 
le nombre t d’erreurs commises verifie d(c) ^ 2t + 1. On dit que le code est t- 
correcteur, ou t designe la partie entiere de (d(C) — l)/2 : le code peut corriger t 
erreurs. 

Expliquons maintenant le fonctionnement des codes BCH(q,n,5), qui consti- 
tuent une classe populaire de codes introduite par Bose, Ray-Chaudhuri et 
Hocquenghem. 

Definition 2. Soit (3 une racine primitive n-ieme de l’unite dans F g , pour n 
un entier premier avec q et g le ppcrn (unitaire) des polynomes minimaux de 
/3 5-1 . L’espace vectoriel 

C= x i g-F q c¥ q [x\/(x n -l) = A~F^ 

0^i<n—degg 


on g E A designe la classe de g modulo x n — 1, est appele code BCH et note 
BCH(q,n,6). II est de longueur n et dimension k = n — deg g. On dit que g 
est son polynome generateur, car C est l’ideal de A engendre par g. 


La norme American Standard Code for Information Interchange est la norme de codage de 
caracteres la plus connue en informat ique. 
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Precisons l’isomorphisme F” ~ A : on identifiera un mot a = (a\, . . . ,a n ) 
du code avec le polynome a(x) = J2i=i a i xt l (plus exactement sa classe). Fai- 
sant de meme avec F^, l’application d’encodage n’est done rien d’autre que la 
multiplication par g. 

Remarque. Les mots du code BCH(q , n, (5) sont invariants par permutation circu- 
laire : si (ai, . . . ,a n ) G C, alors (a n ,ai, . . . , a n _i) G C. En effet, cette operation 
correspond a la multiplication par x dans A. On parle de code lineaire cyclique. 
Ces codes correspondent aux ideaux de A (qui sont tous principaux, mais A n’est 
pas principal puisqu’il n’est pas integre). 

La definition precedente ne reflete pas le fait qu’un code BCH(q, n, 5) depend 
du choix de (3. Cependant, les proprietes du code sont essentiellement indepen- 
dantes de (3, et en particular la distance minimale. 

Theoreme 1. La distance minimale de C = BCH(q,n,S) verifie d(C) ^ <5. On 
pourra done corriger au moins E{[5 — l)/2) erreurs. 


Demonstration. Un element a(x) appartient au code si et seulement si a((3 l ) = 0 
pour 1 ^ i < 5, on encore si et seulement si 


/I (3 

1 (3 2 


(3 n ~ l 

p2(n—l) 


( °A 

02 


= 0 . 


\1 (3 8 - 1 . . . /jU-UO-i) / \a n ) 


Parce que tous les determinants de taille 5—1 extraits de la matrice ci-dessus 
sont, a une constante non nulle pres, des determinants de Vandermonde dont 
les coefficients parmi les (3 l sont deux a deux distincts, on voit que ce systeme 
d’equations n’admet pas de solution a ^ 0 tel que w(a) ^5—1. Tout element 
non nul de C verifie done w{a) ^ 5 . □ 

On a vu que les racines primitives n-iemes de l’unite sont les racines dans ¥ q 
de <L n . L ’extension cyclotomique engendree est de degre r = m lorsque n = q m — 1 
et alors, F ? (/3)* = {1 ,(3, . . . ,/3 Tl_1 }. On parle de code BCH primitif. Dans le cas 
general, si l’on pose m = [F 9 (/3) : F g ], on sait juste que l’ordre n de [3 divise le 
cardinal q m — 1 de F q (/3)* . 

Ecrire deux procedures Pol:=proc(M,n) et Mot :=proc(P,n) permettant de 
passer d’un mot M = de F”, au polynome P = M(x) = 

EILi et reciproquement. 

Generer un code BCH(2,2 5 — 1,7) a l’aide de la procedure Generateur deja 
ecrite. On obtient un polynome de degre 15 sur F 2 . 


394 


Travaux pratiques 


Enfin, ecrire vine procedure Encode :=proc(M,n,g) renvoyant le message code 
m' (x) = g(x)M(x). Tester avec un M genere aleatoirement comme suit : 

>RandMot : =proc (k) local mot,i; 
mot : =rand( 0 . . 1 ) ; 
return( [seq(mot() , i=l . .k)] ) ; 
end: 


Nous allons maintenant expliquer comment decoder. On suppose que 
m = c G C est transmis et que m! est requ. Le polynome d’erreur est 
e(x ) = Y™ correspondant au vecteur d’erreur e = m' — c. On suppose 

qu’au plus t = E((8 — l)/2) erreurs se sont produites, i.e. w(e) ^ t et l’on definit : 

- l’ensemble / = {*, e* 7 ^ 0} des positions des erreurs ; 

- le polynome u(x) = riie/ (1 — ftx) £ W g ((3)\x\ appele localisateur d’erreur ; 
le polynome v = Yi&i e ift x Y\jel\{i}^ ~ $ x ) evaluateur d’erreur. 

Les polynomes u et v verifient degu ^ t et degu < t. Ils determinent a eux 
deux l’emplacement et la valeur des erreurs : il suffit d’evaluer en j3~ l pour obtenir 
I ; on calcule e* a l’aide de u' = Yiei ~ft riygA{j}(l ~ ft x )i d’ou 

v(P~ i ) = e i n (l-p-*) = -e i p- i u\p- i ) 

Aid 


puis e* = —v(/3~ l )P l /u , (/3~ l ). 

II existe differentes faqons de calculer u et v. On peut, par exemple, formuler 
le probleme en termes d’equations lineaires a resoudre. On va donner line autre 
methode, plus performante en pratique. 

On definit 


v sr' eiP l x 

u ^ 1 — ftx 
iei 


= '}2 xk '52 e iP J1 ' = ^2 e (p j ) xJ - 

iei 1 1 iei 1 


Comme c(ft) = 0 pour 1 ^ j ^ 5 — 1, on a e(/5 J ) = m' (ft) pour 1 ^ j ^ 6 — 1. 
On connait done w modulo x s ~ x : e’est S(x) = ^^zj = m!(ft)x\ appele parfois 
polynome syndrome. 

La congruence 

v(x) = u(x)S(x ) mod x 2t (XV. 2) 

(noter que 2 1 ^ (5—1) peut se resoudre en utilisant une variante de l’algo- 
rithme d’Euclide etendu, appele algorithme de Berlekamp-Massey : on calcule 
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trois suites rj . Uj et Vj telles que rj(x)x 2t + Uj(x)S(x) = Vj(x) pour tout j, a 
partir de (ro,uo,fo) = (1,0, a: 2t ) et (ri,ui,ui) = (0, 1, S'(x)), en effectuant les 
divisions euclidiennes v t -\ = ViQi + Uj+i puis les soustractions r,;+i = rj _ \ — r^p 
et Ui + i = Ui - 1 — Uiqi jusqu’a obtenir degUj < t et degUj-i ^ t. 

Proposition 3. L’algorithme de Berlekamp-Massey donne (a facteur constant pres) 
le couple (u(x),v(x)) recherche, avec degTt ^ t et degu < t, verifiant la 
congruence (XV. 2). 

Demonstration. Comme degUj+i < degu*, la suite (degUj) est strictement de- 
croissante pour i ^ 1. II existe done j tel que degUj < t et degUj-i ^ t. 

On a egalement deg qi = degUj_i — degUj pour i ^ 1 . Regardons la suite 

(degtq) : on a U2 = —u\q\, d’ou deg 7x2 ^ deg it i, puis 7x3 = u\ — 7/252, 
d’ou deg 7x3 = deg 7x2 + deg 52 > deg 7x2. On demontre par recurrence que la 
suite est strictement croissante a partir de i = 2 : si deg it j > degTtj_i, alors 

deg7tj_|_i = degiti + deg 57, done degiq+i > deg u^. On obtient egalement, en 

sommant les egalites degiXj+i — deg it* = deg qt = degUi_i — deg Vi, pour i ^ 1 : 

deg Uj = deg Uj — deg iti = deg vq — deg Vj-i = 2 1 — deg Vj-i ^ t. 

Done ( Uj,Vj ) repond au probleme. De plus, on a pour tout i ^ 1 : 

{ r i Ui WO 1 \ = / r *-! U i~t ^ 

\r i+ 1 u i+ i J \1 -qij V r i Ui ) ’ 

d’ou nm+i - r i+ iUi = -(ri-iUi - r l u l ^i) puis riU i+ i - r i+ iUi = (-1)* par recur- 
rence (i ^ 0). Cela montre que pgcd(rj, Uj) = 1. 

Soit maintenant (tx, v) la solution recherchee correspondant a l’erreur de deco- 
dage : on ecrit rx 2t + uS = v. Noter que les polynomes localisateur et evaluateur 
d’erreur sont premiers entre eux par definition, done pgcd(r, tx) = 1. On va prou- 
ver que VjU = ruj, ce qui implique la proportionalite (dans K[x\ puis dans K par 
primalite) des deux couples (r, tx) et ( rj,Uj ), done egalement de (tx, tx) et ( Uj,Vj ). 
Dans le cas contraire ou rj u — ruj 7 ^ 0, les formules de Cramer pour le systeme 



nous donneraient x 2t = — — . Comme 

rjU—ruj 

deg(v jU — vuj ) ^ max(deg Vj + deg tx, deg v + deg Uj) < 2 1, 

cela est impossible. □ 

On obtient done u et v en divisant au besoin les polynomes obtenus pr it(0) 
pour les rendre unitaires. 
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8. Ecrire une procedure Syndrome : =proc(R, beta, delta) calculant le polynome 
syndrome S(x) en fonction du message regu m ' = R, de /3 et 5. 

Ecrire ensuite une procedure Localisateur : =proc(S, delta) calculant u{x) a 
partir de S et 5. On implementera l’algorithme de Berlekamp-Massey expose 
plus haut. Pour soigner l’affichage, utiliser la commande 

collect (Normal (P) mod 2 ,x). 

Tester ces procedures sur l’exemple de la question 7, en rajoutant un polynome 
d’erreur de votre choix au mot du code genere. 

Ecrire une procedure Erreur:=proc(u,n,beta) renvoyant le polynome d’er- 
reur e(x), dans le cadre des codes BCH binaires, en fonction du polynome 
localisateur d’erreur u(x), de n et j3 (remarquer que la valeur des erreurs est 
conuue !). 

Ecrire enfin une procedure Decode:=proc(R,n,g,beta,deta), utilisant les 
trois procedures precedentes et renvoyant le message decode, c’est-a-dire un 
element de Si tout se passe bien, on retrouve M. Tester sur l’exemple 
en cours de traitement. On pourra utiliser la commande evalb(Ml=M2) pour 
verifier l’egalite de deux mots. 

10. On desire maintenant tester le codage/decodage en « vraie grandeur ». 

Ecrire une procedure Bruit :=proc(NE,n) generant un bruit, c’est-a-dire le 
polynome d’erreur e(x), sous l’hypothese w(e) = NE (nombre d’erreurs). On 
choisira les positions d’erreurs aleatoirement. 

Prendre C = BCH{ 2,2 7 — 1, 19). Quelle est la dimension k du code? Calculer 
le rapport k/n. Combien d’erreurs peut-on corriger? (Essayer de depasser le 
seuil t = E((5 — l)/2).) 
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RESOLUBILITE PAR RADICAUX 
DES EQUATIONS POLYNOMIALES 


Dans tout ce chapitre, K sera un corps de caracteristique nulle. 


On connait une formule explicite donnant les racines d’un polynome du second 
degre a coefficients reels (par exemple), au moyen d’une racine carree. On sait qu’il 
existe des formules analogues pour les polynomes du troisieme et du quatrieme 
degre (c/. TR.XVI.A). On dit que ces equations polynomiales sont resolubles 
par radicaux. 

Le but de ce chapitre est de montrer que ces cas sont les seuls pour lesquels 
c’est possible. Plus precisement, on montrera que, si n ^ 5, il ne peut exister 
une formule generale (i.e. valable pour tous les polynomes) exprimant, a l’aide de 
radicaux (i.e. ty~), toutes les racines d’un polynome de degre n en une variable. 

De plus, on montrera qu’une equation polynomiale f(X ) = 0 est resoluble par 
radicaux si et seulement si le groupe de Galois de / est resoluble. 

Pour ce faire, nous allons d’abord formaliser le probleme, puis le resoudre a 
l’aide de la theorie de Galois. 


XVI. 1. Extensions radicales 


Definition XVI. 1 . . Une extension E/K est radicale si E = K(a\ , . . . , a n ) et, 
pour tout i. i = 1, . . . , n, il existe un entier p(i) tel que 6 K(a \, . . . , Oj-i). 
On dit alors que les a* forment une suite de radicaux de l’extension E/K. 


Chapitre XVI. Resolubilite par radicaux des equations polynomiales 


Remarque XVI.1.1. 

a) La definition d’une extension radicale donnee ci-dessus n’est valable que 
dans le cas de la caracteristique nnlle. C’est la raison de l’avertissement place en 
tete de ce chapitre, certains resultats etablis ci-dessous n’etant plus valables en 
caracteristique strictement positive. 

b) Considerons K C L C E : alors, si L/K et E/L sont radicales, il en est 
de meme pour E/K. Mais il se peut que E/K soit radicale et L/K non radicale, 
comme le montre l’exemple suivant. 

Soient E = Q(e 2in ^ 7 ) et L = Q(a) avec a = cos{2 , k /7). Le polynome minimal 
de a sur K = Q est M a ( X ) = X 3 + X 2 /2 — X/2 — 1/8. Si L/Q etait radicale, 
alors L = Q(/3), oil /3 3 = b G Q. Or X 3 — b = (X — /3)(X — j/3)(X — j 2 /3), done 
L contiendrait j. ce qui est en contradiction avec le fait que L est une extension 
reelle de Q. 

On peut remarquer que L est le corps de decomposition du polynome 
P{X) = ( X — a)(X — (2 a 2 — 1))(X — (—2a 2 — a + 1/2)). L’extension L/Q est 
done galoisienne, mais non radicale, bien que l’equation P(X) = 0 soit resoluble 
par radicaux. 

Pmposition XVI.1.1. Si E/K est une extension radicale et si N/K est une cloture 
normale de E/K, alors N/K est radicale. 

Demonstration. Soient E = K(a i, . . . , a n ) et M ai (X ) les polynomes minimaux des 
ai sur K. Alors N est le corps de decomposition du polynome f(X) = ]/[ ; M ai (X) 
dans une cloture algebrique de E (proposition XIII. 2. 4). Pour chaque zero de 
f(X) dans N, il existe un K(a i, . . . , aj_i)-isomorphisme 

(Tij . K(ot\ , • • • , Oli— 1 , Ol/) l A («1 1 ■ • • ; CXi— i , Pij ) , (Tij (aj) — ( 3 ij . 

Puisqu’il existe p(i) tel que S K(a\, . . . , aj_ i), il en est de meme pour Pij 
et l’extension N/K est radicale. □ 

Remarque XVI.1.2. Puisque AT est un corps de caracteristique nulle, cette proposi- 
tion montre qu’une extension radicale de K peut etre plongee dans une extension 
radicale galoisienne. 

Theoreme XVI.1.1. Si K est un corps de caracteristique nulle et si E/K est une 
extension normale et radicale, le groupe de Galois Gal(E / K) est resoluble. 

Demonstration. On remarquera que, puisque K est de caracteristique nulle et 
que E/K est normale, l’extension E/K est galoisienne finie. Quitte a adjoindre 
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des elements supplementaires a.j, on peut supposer que les entiers p{i) tels que 
a P( l ) g K(a \, . . . , a!i_i) sont premiers. 

On fait un raisonnement par recurrence sur n tel que E = K(a i, ... ,a n ). Si 
n = 1. c’est evident. On suppose le resultat vrai pour n — 1. Si a\ E K. alors 
E = K(a. 2 , . . . , u n ) et le resultat est verifie par hypothese de recurrence. On peut 
done supposer que ol\$l K : par hypothese, il existe un nombre premier p tel que 
at\ £ K. Soit M ai (X) le polynome minimal de or sur K : d’apres les hypotheses, 
M ai (X) est scinde dans E et toutes ses racines sont simples. Puisque a\ (/ K, le 
degre de M ai (X) est superieur ou egal a 2. Soit /3 ^ a± une racine de M ai (X) 
dans E : il existe s E Gal(E / K) tel que s(ai) = /3, d’ou s(a^) = f3 p . Mais a// G K, 
done s(ci] ) ) = a\ et on a (3 P = a Par consequent, en posant e = a.\ /3 _1 , on a 
e ^ 1 et e p = 1. De plus, puisque p est premier, on en deduit que 1, er, ... ,£ p_1 
sont des racines distinctes p-ieme de l’unite dans E. On pose L = K(s) : on a ainsi 
la suite d’extensions K C L C L(a±) C E. Puisque E/K est galoisienne hnie, il 
en est de meme de E/L. Puisque L contient les racines p-ieme de l’unite et que 
a\ G L, L(a i) est un corps de decomposition du polynome X p — a\ sur L. Done 
l’extension L(a±)/L est normale et le groupe Gal(E / L(a\)) est un sous-groupe 
normal du groupe Gal(E/L ); on a Gal{L{a\)/L ) ~ Gal(E / L) /Gal(E / L(a\)). 
Mais E = L(a±)(a 2 , ■ ■ ■ , a n ), done E/L(a i) est une extension radicale et nor- 
male, et [E : L(a i)] < n. Done, par hypothese de recurrence, Gal(E / L(a.\)) est 
resoluble. Mais on sait, (proposition XV. 2.1), que Gal(L(a\) / L) est abelien, done 
resoluble. On en deduit, (theoreme VII. 3.1), que Gal(E/L) est resoluble. De la 
meme fagon, L etant un corps de decomposition de X p — 1 sur K, l’extension L/K 
est normale et Gal(L/K) ~ Gal{E / K) / Gal(E / L) . Comme ci-dessus, Gal{L/K ) 
est abelien, (proposition VII. 2. 2), done resoluble et, puisque Gal(E/L) est reso- 
luble, on en deduit que Gal[E f K) est resoluble (theoreme VII. 3.1). □ 


Theoreme XVI.1.2. Soient K un corps de caracteristique nulle et K C L C E des 
extensions. Si l’ extension E/K est radicale, le groupe Gal (L/K) est resoluble. 


Demonstration. Soient Kq le corps des points fixes de L sous Gal(L/K) et N/Kq 
une cloture normale de E/Kq. On a alors la suite d’extensions K C Kq C L C 
E C N. Puisque l’extension E/K est radicale, il en est de meme pour E/Kq 
et done aussi, d’apres la proposition (XVI. 1.1), pour N/Kq. On deduit alors du 
theoreme (XVI. 1.1) que Gal{N / Kq) est resoluble. D’apres le theoreme (XIV.1.1), 
l’extension L/Kq est normale, d’ou Gal(L/ K q) ~ Gal(N / K q) / G al(N / L) . On en 
deduit que le groupe Gal(L / K q) est resoluble. Mais Gal(L/K) = Gal(L / K$), 
done Gal(L/K) est resoluble. □ 
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XVI. 2. Resolubilite des polynomes 

To us les polynomes sont supposes irreductibles. 

Definition XVL2.1. 

a) Soient K un corps de caracteristique nulle, f(X ) £ if [X] et L un corps 
de decomposition de f(X) sur K. On dit que l’equation polynomial f(X) = 0 
(ou que le polynome f(X)) est resoluble par radicaux s’il existe un corps 
E contenant L tel que l’extension E/K soit radicale. 

b) Si f(X) est un polynome de K[X], on appelle groupe de Galois de 
/, le groupe Gal(L/K), ou L est un corps de decomposition de / sur K. 

Remarque XVL2.1. 

a) Dans la definition a) ci-dessus, on suppose que le corps K est de caracte- 
ristique nulle a cause de la remarque (XVI. 1.1. a) et on introduit le corps E car il 
se peut que l’extension L/K ne soit pas radicale. 

b) La partie a) de cette definition exprime que toutes les racines de f(X) 
s’ecrivent a l’aide de radicaux. Mais il est vain d’esperer que tout ce qui est 
exprimable par des radicaux donnes soit dans le corps de decomposition L de f 
sur K. 

c) On sait (theoreme Xll.l.l.(ii)) que si L et L' sont deux corps de decompo- 
sition de / sur K, ils sont if-isomorphes. Par consequent, les groupes Gal(L / K) 
et Gal(L' / K) sont isomorphes (mais pas egaux). Le groupe de Galois de / est 
done defini a isomorphisme pres. 

Exevcice XVI. 1. Soient K un corps et f(X) £ if[X] un polynome irreductible. 
Montrer que si une racine de f(X ) s’exprime par radicaux, il en est de rrierne 
pour toutes ses racines. L’equation f(X) = 0 est alors resoluble par radicaux. 

On obtient immediatement, a partir du theoreme XVI. 1.2, le theoreme suivant. 

Theoreme XVI.2.1. Soit f(X) un polynome a coefficients dans un corps K de ca- 
racteristique nulle. Si f(X) est resoluble par radicaux, son groupe de Galois Gal(f) 
est resoluble. □ 

Par consequent, pour prouver que les polynomes de degre superieur ou egal a 
5 ne sont pas resolubles par radicaux, il suffit, pour chaque n ^ 5, d’exhiber un 
polynome de degre n dont le groupe de Galois ne soit pas resoluble. 

Nous allons d’abord traiter le cas ou n est un nombre premier et fournir un 
exemple explicite pour n = 5, puis nous traiterons le cas general. 
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Proposition XVI.2.1. Soient p un nombre premier et f(X ) £ Q[X] un polynome 
irreductible de degre p. Si le polynome f(X ) a exactement deux racines complexes 
non reelles, le groupe de Galois de f(X) est isomorphe au groupe des permuta- 
tions S p . 

Demonstration. Dans le corps C, le polynome f(X) est scinde et toutes ses racines 
sont simples. Le groupe de Galois Gal(f) est done un sous-groupe de S p . Si on 
note E C C un corps de decomposition de f(X) sur Q, [E : Q] est divisible par 
p. Par consequent, p divise l’ordre de Gal(f) et, puisque p est premier, d’apres le 
premier theoreme de Sylow, le groupe Gal(f) possede un element d’ordre p. Les 
seuls elements d’ordre p de S p sont les p-cycles. Done Gal(f) contient un p-cycle. 
D’autre part, la conjugaison complexe dans C induit un Q-automorphisme de E 
qui laisse fixes les p — 2 racines reelles et echange les deux racines complexes. Done 
Gal(f) contient un 2-cycle. On peut supposer, sans restreindre la generality, que 
Gal(f) contient le 2-cycle (1,2) et le p-cycle (1,2, . . . ,p) (quitte a renumeroter les 
racines et remplacer le p-cycle par l’une de ses puissances). On sait que ces deux 
elements engendrent S p (TR.I.A). D’ou Gal(f) = S p . □ 

On sait (corollaire VII.4.1), que pour n ^ 5 le groupe S n n’est pas resoluble. 
II suffit done de donner un exemple d’un polynome f(X) £ Q[V] verifiant les 
hypotheses de la proposition (XVI.2.1), avec p = 5. 

Comllaiie XVI.2.1. Le polynome X 5 — QX + 3 G Q[X] n’est pas resoluble par radi- 
caux. 

Demonstration. D’apres le critere d’Eisenstein, f(X) est irreductible sur Q. II suffit 
done de montrer que f(X) a exactement trois racines reelles. Une etude elemen- 
taire du graphe de la fonction de M dans K, ih f(x) donne le resultat (on utilise 
le theoreme des valeurs intermediaires pour separer les racines de f(X) par ^/6/5 
qui sont les racines de f(X)). □ 

Nous allons maintenant completer ces resultats en montrant que, pour tout 
entier n > 0, il existe un polynome dont le groupe de Galois est isomorphe a S n , 
ce qui prouvera le resultat annonce dans l’introduction de ce chapitre pour les 
polynomes de degre superieur on egal a 5. 

Theoreme XVI.2.2. Soient k un corps (sans hypothese de caracteristique) , 
ti,...,t n des elements transcendants et algebriquement independants sur k. Le 
groupe de Galois sur k du polynome 

f(x) = x n ~ t x x n ~ l + . . . + (-1 ytiX"-* + ... + (-1 ) n t n 

est isomorphe au groupe S n . 
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Demonstration. Soient r\,. . . ,r n les racines de / dans un corps de decompositon 
L = k(t±, . . . ,t n )(r i, . . . , r n ). On a f(X) = fX'Li (X — ) et les tk s’expriment en 

fonction des r* a l’aide des fonctions symetriques elementaires : tk = &k( r l, • • • , r n ), 
on o k ( xi, ...,x n ) = J2i 1 <...<i k YYj=i( x ij)- 0n a done L = M r i, • • -,r n ). Montrons 
que les r* sont transcendants et algebriquement independants sur k (done, en 
particulier, distincts) : quitte a renumeroter les racines, on peut supposer que 
ri , . . . , r s (s ^ n ) sont transcendants et algebriquement independants sur k et 
que l’extension L/k{r \ , . . . , r s ) est finie. II s’agit de montrer que s = n. Comme t\ 
est algebrique sur k(r ±, . . . , r s ) (car L/k(r \, . . . , r s ) est finie), il existe une equation 
polynomiale Q(ti,r \, . . . , r s ) = 0. Comme t± est transcendant sur k, cette equation 
doit faire intervenir l’un des r* et, quitte a permuter r i, . . . ,r s , on peut supposer 
qu’elle fait intervenir r\. Done r\ est algebrique sur k{t\,r 2 , . . . ,r s ), de sorte que 
l’extension L/k(t\,r 2 , . . . , r s ) est finie. On fait de meme avec r 2 , . . . , r s , montrant 
ainsi que l’extension L/k(t \, . . . , t s ) est finie. Necessairement s = n, sinon t s +i 
serait algebrique sur k(t±, . . . ,t s ), ce qui n’est pas puisqu’il est transcendant sur 
k(h , . . .,t s ). 

Considerons maintenant la restriction des k(t ±, . . . , t n )-automorphismes de L 
a l’ensemble {ri, . . . , r n } des racines : on a deja vu qu’une telle application definit 
une injection du groupe Gal(f) dans S n . C’est un isomorphisme. En effet, un ele- 
ment <7 de S n provient du k(t ±, . . . , t n )-automorphisme cr defini par o(rj) = '■ 

ce dernier associe a une fraction rationnelle ’ r ") \ a fraction . 

C’est bien un k(t \, . . . , f n )-automorphisme : comme les tk sont symetriques en les 
Ti, ils sont invariants sous Faction de cr, done une fraction rationnelle en les tk est 
laissee fixe par a. □ 

Comllaiw XVL2.2. L ’equation generate polynomiale sur Q de degre n est resoluble 
par radicaux si et seulement si n ^ 4. □ 

Exevcice XVL2. Deduire du theoreme (XVI. 2. 2) et de l’application demontree au 
TR.II.B, que pour tout n ^ 2, il existe une extension F/Q de degre n qui ne 
contient pas de corps intermediate distinct de Q ou de F. (Indication : d’apres 
le theoreme (XVI. 2. 2), il existe un polynome / G Q[X] dont le corps de decom- 
position L verifie Gal(L/Q) — S n . Considerer F = L 571 - 1 .) 

Ceci est un exemple de la situation evoquee dans la mise en garde qui suit la 
remarque (IX. 2.1). 

Signalons que Hilbert a demontre le resultat suivant. 

Proposition XVI.2.2. Pour tout entier n ^ 2, il existe un corps de nombres (i.e. 
une extension finie de Q) dont le groupe de Galois est isomorphe a S n . 
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On notera que cet enonce est equivalent a : 11 existe un polynome irreductible 
de Q[X], de degre n, dont le groupe de Galois est S n . 

La preuve est basee sur le theoreme suivant. 

Theoreme XVI.2.3. Soient P G Z[X\ un polynome unitaire a racines simples ( dans 
C) et p un nombre premier tels que la reduction P de P modulo p soit egale- 
ment a racines simples ( dans ¥ p ), alors Gal(P) est isomorphe a un sous-groupe 
de Gal(P). 

Demonstration. Soit K = Q(xi) le corps de decomposition du polynome P (dans 
C), ou Xi sont les racines, et soit A = Z[xj\. Alors A est un anneau dont le corps 
des fractions est K et A est, comme groupe abelien, libre de type fini de rang 
n = [K : Q]. En effet, l’ensemble {Jd engendre A (on utilise le fait que 

P est unitaire) et A est sans torsion. Une base de A, comme groupe abelien libre, 
est une base de K comme Q-espace vectoriel, d’ou le resultat sur le rang. 

On verifie facilement que l’application de restriction a A definit un isomor- 
phisme entre Gal(K/Q ) et le groupe Aut(A) des automorphismes de l’anneau A. 

D’autre part, soit K p le corps de decomposition de P (dans F p ). Soit m un 
ideal maximal de A contenant p et soit (j) : A — > A/m le morphisme de passage 
au quotient. Alors </>(Z) s’identifie a Z/pZ (car <f>(p) = 0) et les (p{xi) engendrent 
A/m sur F p . Or 4>(P) = P = fd(^ — <p(xi)), done A/m s’identifie a K p . Ainsi <fr 
definit un morphisme d’anneaux A — > K p . 

Notons Hom(A, K p ) l’ensemble des morphismes d’anneaux de A dans K p et 
demontrons que Hom(A, K p ) = {0 o er, a G Aut(A)}. Ces elements sont deux 
a deux distincts car les 4>(xi) le sont (les racines de P sont supposees simples). 
D’autre part, un element de Pfom(A, K p ) se prolonge de faqon unique en un ele- 
ment de Hom(K : K p ) (propriety universelle du corps des fractions) et ces elements 
sont lineairement independants sur K p . Done la dimension du K p -e space vectoriel 
Hom groupe (A, K p ) ( Hom(A , K p ) n’est pas un espace vectoriel car les morphismes 
d’anneaux ne sont pas stables par multiplication par un scalaire) est superieure 
ou egale au cardinal de Hom(A, K p ). Or A est un groupe abelien libre de rang 
[K : Q] ; un morphisme de groupes A — > K p est determine par l’image d’une base 
de A, done le rang sur K p est au plus \K : Q], Cela mo litre que Hom(A, K p ) est 
au plus de cardinal [K : Q], autrement dit que tous les elements sont la. 

Demontrons enfin le theoreme : soit If G Gal(P). On a vu qu’il existe un 
unique a G Aut(A) tel que Wo <fi = (poo. Alors 'L : W i— » a est un morphisme 
injectif de groupes : 

( 7 iocf^o(/>=(rj'o<^o ^(02) = (f> o 'L(oT) o ^(^2), 
d’ou ^(oq o 02 ) = iL(oq) o ^( 02 ) par unicite. L’injectivite provient du fait que si 
00 cf> = (p : alors W laisse fixes tous les 4>(xi), done 0 est l’identite. □ 
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Demonstration de la proposition (XVI. 2. 2). On prend p ^ n premier et on choisit 
trois polynomes irreductibles unitaires P 2 , P 3 et P5 dans Z[x], de degre n, tels que 
leurs reductions modulo 2, 3 et 5 se decomposent en irreductibles sur les corps 
finis respectifs comme suit : P 2 est irreductible sur IF2, P 3 = xQ et P 5 = RS avec 
R de degre 2. 

Soit alors P = —I 5 P 2 + IOP3 + 6P5. On a P = P t mod i, pour i = 2,3,5. 
Comme P est irreductible sur (Q), car sa reduction modulo 2 Test sur F 2, il est 
a racines simples dans C. D’apres le theoreme (XVI. 2. 3), on sait que Gal(P) 
contient un n— 1-cycle (a cause du facteur Q) et le produit d’une transposition et 
d’un n — 2-cycle (facteurs R et S), done une transposition (prendre une puissance 
convenable de ce produit). On en deduit que Gal(P) est isomorphe a S n , car un 
sous-groupe transitif de S n qui contient une transposition et un n — 1-cycle est 
S n tout entier. □ 

En utilisant le theoreme de Cayley, on obtient comme corollaire de ce qui 
precede que tout groupe fini G est groupe de Galois d’une extension de corps 
de nombres. Par contre, on ne sait pas si ce resultat est vrai pour une extension 
K/Q seulement, en dehors des cas ou G est de l’un des types suivants : les groupes 
abeliens, S n , A n , les groupes resolubles (demonstration tres difficile) et certains 
groupes PSL 2 (¥ p ). Le « probleme de Galois inverse », comme on l’appelle (i.e. 
etant donne un groupe fini G, est-il le groupe de Galois d’une extension finie?) 
est un probleme difficile. 

Ce qui precede montre que, pour tout n ^ 5, il existe au moins un polynome 
de degre n non resoluble par radicaux, d’ou l’impossibilite d’une resolution ge- 
nerate par radicaux des equations polynomiales de degre superieur ou egal a 5. 
Cependant, cela ne signifie pas que tous les polynomes de degre n ne soient pas re- 
solubles par radicaux. On est done amene a se poser la question suivante : peut-on 
caracteriser les polynomes resolubles par radicaux? 

XVI. 3. Caracterisation des polynomes resolubles 

Theoreme XVI.3.1. Soient K un corps de caracteristique nulle et L/K une ex- 
tension finie normale dont le groupe de Galois est resoluble. Alors, il existe une 
extension E/L telle que E/K soit radicale. 

Demonstration. Soit G = Gal(L / K) : on fait un raisonnement par recurrence sur 
l’ordre de G. Si |G| = 1, e’est evident. Supposons que |G| 7^ 1 et le theoreme 
vrai pour tout groupe d’ordre strictement inferieur a celui de G. Puisque G est 
fini, il possede un sous-groupe normal maximal H. Le groupe quotient G/H est 
simple et resoluble, il est done cyclique d’ordre premier p (proposition VII. 4.1). 
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Soit N un corps de decomposition de X p — 1 sur L. Puisque l’extension L/K 
est finie, on a L = K(a\, . . . , a n ) ; puisqu’elle est normale, L est un corps de 
decomposition sur K du polynome f(X ) = \\-M ai (X). Par consequent, N est 
un corps de decomposition sur K du polynome ( X p — l)f(X) et l’extension N/K 
est normale. On a done la situation I\ C L C N avec L/K et N/K galoisiennes 
finies. On sait alors que Gal(L/K ) ~ Gal(N/K)/Gal(N/L) (theoreme XIV. 3. 2). 
Or, d’apres la proposition (XV. 2.1), Gal(N/L ) est abelien, done resoluble. On 
deduit du theoreme (VII. 3.1) que Gal(N/K) est resoluble. 

Soit M le sous-corps de N engendre par K et les racines de X p — 1. Alors 
l’extension M/K est radicale. Pour prouver le theoreme, il suffit done de montrer 
qu’il existe line extension E de N telle que E/M soit radicale ; on aura ainsi une 
extension E de L telle que E/K soit radicale. 

Montrons que le groupe Gal(N/M ) est isomorphe a un sous-groupe de G. A 
<7 £ Gal(N/M) on associe sa restriction a L. C’est un AT-homomorphisme 
et, puisque L/K est normale, £ G. On a done un morphisme de groupes 
ip : Gal(N/M ) — » G defini par <p(cr) = ct\l- Si <p(cr) = id\ L , a est un automor- 
phisme de N qui laisse invariants les elements de L et M. Or, ces elements en- 
gendrent N, d’ou (f(cr) = id\i implique a = id\N et V est injective. Ce qui prouve 
que Gal(N/M ) est isomorphe a un sous-groupe J de G. 

Si J est un sous-groupe propre de G, par hypothese de recurrence, il existe 
une extension E de N telle que E/M soit radicale, d’ou le resultat. 

Supposons que J = G ] en posant I = (p~ l (E[), I est un sous-groupe normal 
de Gal(N/M ) qui est d’indice p. Soit R le corps des invariants de N sous l’action 
de I. L’extension N/R est normale et son groupe de Galois est d’ordre inferieur a 
celui de G, done, par hypothese de recurrence, il existe une extension E de N telle 
que E/R soit radicale. Mais d’apres les theoremes fondamentaux de la theorie de 
Galois, on a [R : M] = p premier et l’extension R/M est galoisienne. Puisque M 
contient les racines p-ieme de l’unite, on sait (theoreme XV. 5. 2), que R = M(a), 
avec a p £ M. On en deduit que l’extension E/M est radicale. D’ou le theoreme. 

□ 

Les theoremes XVI. 2.1 et XVI. 3.1 montrent que si K est un corps de ca- 
racteristique nulle, un polynome f(X) de A'[A] est resoluble par radicaux si et 
seulement si son groupe de Galois est resoluble. 

Exewice XVL3. 

a) Montrer que le groupe de Galois de tout polynome a coefficients dans un 
corps fini est resoluble. 

b) Montrer le polynome X 2 + X + 1 sur F 2 n’est pas resoluble par radicaux. 

Cet exercice est un contre-exemple au resultat du theoreme (XVI. 2.1) dans le 

cas de la caracteristique non nulle. 
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THEMES DE REFLEXION 


Jit TR.XVI. Resolution des equations polynomiales 

de degres 3 et 4 

Comme nous allons le rappeler ci-dessous, toute equation polynomiale de de- 
gre 3 ou 4, a coefficients dans un corps de caracteristique nulle, est resoluble par 
radicaux. L’objectif de ce TR est de donner, dans ce cas, des formules explicites 
pour la resolution de ces equations. 

La resolution par radicaux des equations polynomiales de degre 1 est evidente. 

1 Montrer que les formules de resolution des equations polynomiales de degre 2, 
a coefficients dans M, sont encore valables pour des equations polynomiales, de 
degre 2, a coefficients dans un corps quelconque de caracteristique nulle. 

Les groupes S 3 et S 4 etant resolubles, le polynome donne au theo- 
reme (XVI.2.2), pour n = 3 ou n = 4 est resoluble par radicaux. 

2 En deduire que toute equation polynomiale de degre 3 ou 4, a coefficients dans 
un corps quelconque de caracteristique nulle, est resoluble par radicaux. (Proceder 
par substitution.) 

A - Resolution des equations polynomiales de degre 3 — 

Methode de Cardan 

D’apres la question 2, il suffit d’avoir un precede de resolution pour l’equation 
f(X)=X 3 -t 1 X 2 + t 2 X-t 3 = 0 , ou t\,t 2 , t'i sont des elements d’une extension 
de K, algebriquement libres sur K. 

L’etude ci-dessous utilise les notions de resultant et de discriminant develop- 
pees dans le TR.VIII.C. 

3. Montrer que le polynome f(X) peut s’ecrire Y 3 + pY + q, dont les racines 
2 / 1 , 2 / 2 , 2/3 verffient y 1 + y 2 + y 3 = 0, yyy 2 + 2 / 22/3 + 2 / 32/1 = P, 2 / 12 / 22/3 = ~Q- (Faire la 
transformation Y = X — ^q.) 
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4 Montrer que le groupe de Galois de Y 3 + pY + q sur K(p, q ) est isomorphe a S 3 . 

On sait que le groupe S 3 possede la suite de composition {id} < A 3 <1 S 3 . 

5 Montrer que le corps Inv{A 3 ) des invariants de A 3 est K(p, q)(p/D), ou D est 
le discriminant de Y 3 + pY + q. 

On pose j = ~\ + \ \f~ 3, et 

fu = y 1 + jy 2 + j 2 y 3 
\v = yi + j 2 y2 + jy 3 - 

On en deduit 

'yi = k( u + v ) 

< 2/2 = \{j 2 U + jv) 

,2/3 = \{ju+i 2 v). 

6 Montrer que u 3 + v 3 et u 3 v 3 appartiennent a K(p, q). 

7 Montrer que u 3 et v 3 sont racines du polynome T 2 + 27 qT — 27 p 3 . 

Ce polynome est appele la resolvante de Y 3 + pY + q. 

Montrer que u = \J ^(—27 q + 3\/— 3 \fD) et v = yf ^(—27 q — 3y/^3\/D), avec 
D = —4 p 3 - 27 q 2 . 

Les for mules donnant u, v, et y±, y 2 , V 3 en fonction de u et v, sont appelees 

les formules de Cardan. 

Soient f{X ) = X 3 + pX + q e K[X], ou K est un sous-corps de M, et 
D = —4 p 3 — 27 q 2 son discriminant. 

9 Montrer que : 

- Si D < 0, f(X) a une unique racine reelle. 

- Si D = 0, f(X ) a trois racines reelles dont a u moins deux sont confondues. 

- Si D > 0, f(X) a trois racines reelles distinctes. 

On suppose que D > 0 et que le groupe le Galois, Gal(f) est isomorphe a A 3 . 

10. On note L un corps de decomposition de f(X ) sur K. Montrer qu’il n’existe 
a ucun sous-corps de M qui contienne L et qui soit une extension de K par radicaux. 

Ce resultat signifie que, sous les hypotheses faites, les racines de f(X ) sont 
reelles, mais que les expressions de ces racines donnees par les formules de Cardan 
font intervenir un nombre non reel, a savoir j. Autrement dit, il n’existe pas de 
formules purement reelles donnant les racines reelles de l’equation f(X) = 0. 


410 


Themes de reflexion 


B - Resolution des equations polynomiales de degre 4 — 

Methode de Ferrari 

D’apres la question 2 , il suffit d’avoir un procede de resolution pour l’equation 
f{X ) = X 4 - t x X 3 + t 2 X 2 - t 3 X + U = 0 , ou ti,t 2 ,h,U sont des elements d’une 
extension de K , algebriquement libres sur K. 

11 . Montrer que le polyndme f(X) peut s’ecrire Y 4 +pY 2 + qY +r, dont les racines 
2/1 , 2/2 , 2/3 , 2/4 verifient 2/1+2/2+2/3+2/4 = 0 , 2/12/2+2/22/3+2/32/4+2/42/1+2/12/3+2/32/2 = P, 
2/12/22/3 + 2/22/32/4 + 2/32/42/1 + 2/42/12/2 = ~ q , 2/12/22/32/4 = r. (Faire la transformation 
Y = X-\t i.) 

12. Montrer que le groupe de Galois de Y 4 + pY 2 + qY + r sur K(p,q,r ) est 
isomorphe a S4. 

On sait que le groupe S4 possede la suite de composition {id} <V < A4 < S4. 

On pose 

{ zi = 2/12/2 + 2/32/4 
^2 = 2/12/3 + 2/22/4 
^3 = 2/12/4 + 2/22/3- 

13. En deduire que Von a 

22/i = -p + V-2 - P + V-3 - P 

22/2 = — P - \J Z 2 -p - V Z 3~P 

22/3 = -v +1 -P + — P - \Jz 3 -P 

2 y4 = - - p+ sjz 2 -p + -P 

ou les racines carrees sont prises de telle sorte que yjz\ — p^/ z 2 — P\J z 3 — p = —q. 

Ces expressions s’appellent les formules de Ferrari. 

14 . Montrer que les polynomes symetriques elementaires en z\,z 2: z 3 appar- 
tiennent a I\(p, q, r). (On montrera que z\,z 2 , z 3 sont globalement invariants sous 
1 ’ action de S4.) 

15. Verifier que 

{ zi + 22 + z 3 = p 

21Z2 + Z4Z 3 + Z 2 Z 3 = - 4 r 

Ziz 2 z 3 = q- - Apr. 

16. En deduire que zi,z 2 ,z 3 sont racines du polyndme 

Z 3 — pZ 2 — ArZ + Apr — q 2 . 

Ce polynome s’appelle la resolvante cubique de Y 4 + pY 2 + qY + r. 

On sait resoudre la resolvante cubique par la methode de Cardan, d’ou les 
racines de l’equation Y 4 + pY 2 + qY + r = 0 par les formules de Ferrari. 
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TP.XVI. Theorie de Galois constructive 

Le but de ce TP est d’aborder des aspects effectifs de la theorie de Galois des 
corps de nombres tout en manipulant et eu illustrant la theorie. En effet, puisque 
Maple parvient a calculer les groupes de Galois des polynomes P £ Z[x] de petits 
degres, quels sont les algorithmes que cache la commande galois? 

Nous allons voir que les ingredients sont de deux types : d’une part, on reduit P 
modulo differents nombres premiers p et l’on exploite l’information dont on dispose 
sur Gal(P). Maple predit alors de quel groupe il s’agit : il utilise pour cela un 
theoreme remarquable de Chebotarev qui constitue une methode « probabiliste » 
de calcul du groupe de Galois. D’autre part, on calcule des « resolvantes », ces 
dernieres remontant aux travaux de Lagrange (voir egalement le TR.XVI.A). Nous 
formaliserons la theorie generale des resolvantes, ce qui nous amenera entre autres, 
lors de l’implementation, a ecrire un programme exprimant un polynome en n 
indeterminees invariant sous Faction de S n comme polynome en les fonctions 
symetriques elementaires. 

Pour finir, mentionnons que nos calculs fournissent des reponses partielles 
au probleme de galois inverse, c’est-a-dire celui de savoir si tout groupe fini est 
(isomorphe au) groupe de Galois d’un polynome a coefficients rationnels. En se 
restreignant aux polynomes irreductibles, cela revient a se demander si tout sous- 
groupe transitif (voir ci-dessous) du groupe symetrique S n est groupe de Galois 
d’un polynome de degre n. C’est vrai jusqu’a n = 7 d’apres nos calculs. A la 
connaissance des auteurs, la reponse est encore positive jusqu’a n = 18, la veri- 
fication necessitant l’elaboration d’algorithmes plus sophistiques que les notres. 
Nous nous heurtons en effet tres tot aux limitations liees a la puissance de calcul 
des machines, ce qui nous oblige deja a recourir, par exemple pour le calcul des 
resolvantes, a des methodes numeriques d’approximation des racines complexes 
de P. 
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Remarques preliminaires 

Soit P un polynome de degre n de <Q)[x] dont on desire calculer le groupe de 
Galois Gal(P) = Gal[Kj Q), ou K C C designe le corps de decomposition de P. 
On peut supposer, quitte a remplacer P par son quotient par pgcd(P, P'), ce qui 
ne change pas le corps de decomposition K, que toutes les racines sont simples. 
Ensuite, en multipliant P par un entier suffisamment grand, on peut supposer que 
P appartient a Z[x]. Enfin, on se ramene au cas d’un polynome unitaire comme 
suit : si P = Ylk=o a k xk £ 2 [a:], on pose P = x n + Ylk=o a k a n~ k ~ lxk - Comme 
P(a n x ) = a^ 1 P(x), les deux polynomes ont bien meme groupe de Galois, et P 
est unitaire a coefficients entiers. 

Dans ce qui suit, nous supposerons que P est irreductible. Si l’on dispose 
d’un algorithme efficace decomposant P en produit de facteurs irreductibles (voir 
TP IX. A), il n’est par contre pas toujours facile d’exprimer le groupe Gal(P) 
en fonction du groupe de Galois des facteurs irreductibles. Par exemple, MAPLE 
renvoie un message d’erreur lorsque P n’est pas irreductible. De plus, si l’on desire 
calculer le groupe de Galois des corps de nombres, c’est-a-dire des extensions finies 
de Q, alors il est inutile de traiter le cas des polynomes reductibles, puisque tout 
corps de nombres est corps de decomposition sur (Q> d’un polynome irreductible. 

Le groupe de Galois Gal(P) agit naturellement sur l’ensemble {ai, . . . , a n } des 
racines, qui sont permittees, et l’action est fidele. Se donner une telle numerotation, 
arbitraire, des racines identifie done Gal(P) a un sous-groupe de S n . Changer 
l’ordre de numerotation transforme Gal(P) en un conjugue sous S n ; ainsi, lorsqu’il 
s’agit d’identifier le groupe de Galois, les objets naturels a considerer sont les sous- 
groupes de S n a conjugaison pres. 

De plus, on a suppose P irreductible : Faction de Gal(P) sur les racines est 
alors transitive. En effet, comme ai et aj ont meme polynome minimal P, ils sont 
conjugues sur Q : il existe d’apres la proposition XIII. 1.1 un Q-automorphisme 
de C tel que < 7 (a*) = ay. Notant K = Q(ai, . . . , a n ) C C le corps de decomposi- 
tion de P, l’extension K/Q est normale, done u(K) = K (proposition XIII. 2.1) 
et a induit par restriction a K un element du groupe de Galois. Il s’agit done 
de regarder les sous-groupes transitifs de S n . C’est une question non triviale de 
theorie des groupes qui a ete resolue au moins jusqu’a n = 32. La classification 
des sous-groupes transitifs de S n a conjugaison pres a ete donnee au TP.IV.B 
jusqu’au rang n = 7. Par exemple, pour les degres 4 et 5, ce sont : 

C4: =permgroup(4, { [ [1 ,2 ,3 ,4] ] }) : 

S4: =permgroup(4, { [ [1 ,2 ,3 ,4] ] , [[1,2]]}) : 

D4: =permgroup(4, { [ [1 ,2 ,3 ,4] ] , [[1,3]]}) : 

V4: =permgroup(4, { [[1,2] , [3 ,4] ] , [ [1 , 3] , [2,4] ] }) : 
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A4: =permgroup(4, { [[1,2,3]] , [ [1 ,2] , [3,4] ] }) : 

C5 : =permgroup (5 , { [ [1 , 2 , 3 , 4 , 5] ] » : 

S5 : =permgroup(5, { [ [1 ,2 ,3 ,4,5] ] , [[1,2]]}) : 

D5 : =permgroup(5, { [ [1 ,2 ,3 ,4,5] ] , [[2,5] , [3,4]]}): 

A5 : =permgroup(5, { [ [1 ,2 ,3 ,4,5] ] , [ [1 , 2, 3] ] }) : 

M20 : =permgroup(5 ,{[[1,2, 3, 4, 5]] , [ [2 ,3 ,5 ,4] ] }) : 

On reconnait des groupes cycliques, diedraux, des groupes symetriques et al- 
ternes, enfin le groupe metacyclique M 20 d’ordre 20. Ils sont definis ci-dessus par 
nn systeme de generateurs en notation MAPLE. Prendre soin de charger la librai- 
rie group ; le cardinal et la liste des elements s’obtiennent alors en appliquant les 
commandes grouporder et elements respectivement. 


La commande galois 

Le but de cette premiere partie est d’observer les resultats de la commande 
galois sur des polynomes de petits degres (jusqu’a n = 7). Mais nos exemples 
ne sont pas issus du hasard : la liste ci-dessous, tiree de [9], fournit un exemple 
pour chaque groupe transitif de la classification a conjugaison pres que nous avons 
mentionnee. Autrement dit, la reponse au probleme de Galois inverse est positive 
jusqu’au rang 7. 

- degres 1 a 3 : Pi = x, P 2 = x 2 + x + 1, P 3 = x 3 + x 2 — 2x — 1, P 4 = x 3 + 2 ; 

- degre 4 : P 5 = x 4 +x 3 +x 2 +x+l, P$ = x 4 +l, P 7 = x 4 — 2, Pg = x 4 +8x+12, 

P 9 = x 4 + x + 1 ; 

- degre 5 : P±o = x 5 + x 4 — 4x 3 — 3x 2 + 3x+l, P\ \ = x 5 — 5x + 12, P \2 = a; 5 + 2, 

Pi 3 = x 5 + 20 x + 16, P 14 = x 5 — x + 1 ; 

- degre 6 : P 15 = x 6 + x 5 + x 4 + x 3 + x 2 + x + 1 , Pi 6 = x 6 + 108, 

Pi 7 = x 6 + 2, Pig = x 6 — 3x 2 — 1, Pi 9 = x 6 + 3x 3 + 3, P 20 = x 6 — 3x 2 + 1, 

P 21 = x 6 —4x 2 — 1, P 22 = x 6 — 3x 5 +6x 4 — 7x 3 +2x 2 +x— 4, P 23 = x 6 + 2 x 3 — 2 , 

P 24 = x 6 + 6x 4 + 2x 3 + 9x 2 + 6x — 4, P 25 = x 6 + 2 x 2 + 2 , 

P 26 = x e — 2x 5 — 5x 2 — 2x — 1, P 27 = x 6 + 2x 4 + 2x 3 + x 2 + 2x + 2, 

P 28 = x 6 — x 5 — 10x 4 + 30x 3 — 31x 2 + 7x + 9, P 29 = x 6 + 24x — 20, 

-P 30 = x 6 + x + 1 ; 

- degre 7 : P 31 = x 7 + x 6 — 12x 5 — 7x 4 + 28x 3 + 14x 2 — 9x + 1, 

P 32 = x 7 +7x 3 +7x 2 +7x— 1, P 33 = x 7 — 14x 5 +56x 3 — 56 x+22, P 34 = x 7 + 2, 

-P 35 = x 7 — 7x 3 + 14x 2 — 7x + 1, P 36 = x 7 + 7x 4 + 14x + 3, P 37 = x 7 + x + 1. 
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1. Calculer les groupes de Galois des polynomes de la liste jusqu’au degre 5 inclus, 
puis de quelques exemples de votre choix parmi ceux du degre 6 et 7. Observer 
le resultat affiche, comme sur l’exemple ci-dessous : 

> galois (x~5-5*x+12) ; 

“5T2”, {“5 :2”, U D(5)”}, 10, {“(1 2 3 4 5)”, “(1 4)(2 3)”} 

II s’agit du groupe diedral (nomine egalement 5T2 dans la nomenclature 
utilisee par Maple), de cardinal 10 et engendre par le 5-cycle (1 2 3 4 5) et 
l’element (1 4)(2 3) d’ordre 2 (pour le choix de numerotation fait par Maple). 

s _ s n(n— 1) _ 0 

Le signe + signifie que le discriminant A (P) = (— 1) 2 Res(P, P ) = cr , ou 

d = Eli <i<j<n( a * — a j) ( v °i r TR.XVI.A) est un carre (ou encore que d £ Z). 
On verra plus loin, comme cas particulier de la theorie des resolvantes, que 
c’est equivalent au fait que Gal(P) est un sous-groupe de A n . Noter que ce 
resultat a deja ete vu pour le degre 3 (c/. exercice XIV. 1). 

Verifier que tous les dix groupes transitifs de degres 4 et 5 rappeles dans les 
preliminaires apparaissent bien, a conjugaison pres. 

2. Les theoremes XVI.2.1 et XVI.3.1 montrent que l’equation P(x ) = 0 est re- 
soluble par radicaux si et seulement si G = Gal(P) est resoluble. La proposi- 
tion XII. 3.1 fournit alors un critere algorithmiquement verifiable : il suffit de re- 
garder si la suite decroissante des groupes derives G n = D n {G) = [G n _ 1 , G n - 1 ] 
se termine par {e} (groupe trivial reduit a l’identite). La commande MAPLE 
correspondante est DerivedS. 

Parmi les groupes transitifs de degres 4 et 5, lesquels sont resolubles? Tester 
les commandes DerivedS (G) et solve (P) pour P = x 3 * 5 — x + 1 et P = x 5 + 2. 

3. On va maintenant ouvrir la boite noire et demander a MAPLE d’afficher les 
differentes etapes du calcul. Pour cela, taper : 

> restart; inf olevel [galois] : =2 ; 

Puis traiter le cas du degre 4 ainsi que les polynomes x 5 + 2 et x 6 + 12. Par 
exemple : 

> galois (x~4+x~3+x~2+x+l ; 

galois: Computing the Galois group of x~4+x~3+x~2+x+l 
galois/absres : 125 = 125, (nonsquare) 
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galois/absres 

galois/absres 

galois/absres 

galois/absres 

galois/absres 

galois/absres 

galois/absres 

galois/absres 

galois/absres 

galois/absres 

galois/respol 

galois/respol 

galois/respol 

galois/respol 

galois/respol 

galois/respol 


Possible groups: {"4T1", "4T3", M 4T5"> 

p = 2 gives shape 4 

p = 3 gives shape 4 

p = 7 gives shape 4 

p = 11 gives shape 1, 1, 1, 1 
p = 13 gives shape 4 

p = 17 gives shape 4 

p = 19 gives shape 2, 2 

p = 23 gives shape 4 

The Galois group is probably one of {"4T1"} 
Using the orbit-length partition of 2-sequences. 
Calculating a resolvent polynomial... 


Factoring the resolvent polynomial... 
Orbit-length partition is 4, 4, 4 
Removing {"4T3", M 4T5"} 

Possible groups left: {"4T1"} 


“4T1”, {“C(4)”}, 4, {“(1 2 3 4)”}. 


Tout d’abord, MAPLE calcule le discriminant (le verifier avec la commande 
discrim (P,x)) et dire si c’est un carre. II y a ensuite deux types d’arguments : 

Le recours a la reduction modulo differents nombres premiers p, par 
exemple : 

galois/absres: p = 19 gives shape 2, 2 

Ce sont les methodes modulaires. 

Le recours a la theorie des resolvantes, par exemple : 

galois/respol: Using the orbit-length partition of 2-sequences, 
galois/respol: Calculating a resolvent polynomial... 
galois/respol: Factoring the resolvent polynomial... 
galois/respol: Orbit-length partition is 4, 4, 4 

ou bien : 

galois/special5 : Calculating a S5/F20 resolvent... 
galois/special5 : Factoring this S5/F20 resolvent... 


Y a-t-il des cas ou MAPLE peut conclure sans calculer de resolvante ? Sauriez- 
vous calculer au papier-crayon par vos propres methodes le groupe de Galois ? 
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Par exemple, le cas de x 4 — 2 a ete traite au chapitre XIV. Noter egalement que 
Gal(x 6 + 12) a deja ete calcule au cours du TP.XIV, sachant que ce polynome 
est normal. 

Pour la suite du TP, revenir a l’affichage standard en tapant : 
inf olevel [galois] :=0 

Les methodes modulaires 

4. Nous avons besoin d’un preliminaire de theorie des groupes. On rappelle que 
le type d’une permutation est la liste ordonnee des longueurs des cycles qui 
figurent dans sa decomposition canonique (voir TP.II). II s’agit de donner la 
liste des differents types apparaissant dans chacun des groupes de permutations 
G consideres (notamment les dix groupes correspondant aux degres 4 et 5), 
ainsi que la proportion d’elements de chaque type. 

Commencer par ecrire une procedure listetypes :=proc(n) renvoyant les dif- 
ferents types possibles dans S n (Indication : On pourra ecrire une procedure 
recursive, puisqu’un type [i\, . . . , i r \ (avec ij = n ) est tel que [« 2 , . . . , i r \ est 
un type de S n - n ). 

“S' Pour soigner I’affichage et trier la liste de listes, on peut proceder comme 
suit : On definit un ordre via la procedure 

>ordre : =proc (a,b) local i; 

for i from 1 to min(nops (a) ,nops (b) ) 

do if a[i]<>b[i] then return(evalb(a[i] <b[i] )) ; fi; 
od; 

if nops(a)<=nops(b) then return(true) else return(f alse) ; fi; 
end: 

puis sort ([[1,3] , [1,1, 1,1] , [1,1,2]] , ordre) trie la liste selon l’ordre pres- 
ent. 

Ecrire ensuite une procedure typesG:=proc(G) renvoyant, pour G C S n , 
un groupe de permutations defini par une commande permgroup, une liste 
[[fi, qi ], . . . , [t ri q r ]], oil les fj sont les differents types de S n et qt la proportion 
d’elements de type ti (ainsi qi = 1). On utilisera la procedure type ecrite 
au cours du TP.II. Appliquer enfin typesG a chacun des dix groupes. 

Les methodes modulaires sont basees sur le theoreme XVI. 2. 3 que nous rap- 
pelons ci-dessous : 
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Theoreme 1. Soient P E Z[x] un polyndme unitaire a racines simples ( dans C ) etp 
un nombre premier tels que la reduction P de P modulo p soit egalement a racines 
simples (dans ¥ p ), alors Gal(P) est isomorphe a un sous-groupe de Gal(P). 

De plus, notant a.{ les n racines simples de P et reprenant les notations de la 
preuve de ce theoreme, l’application Gal(P) Gal(P) associe a a un element cr 
tel que d o (f> = (f> o a, ou cf> : A = Z[cq, 1 ^ i ^ n] — * K p = ¥ p ((j>(ai), 1 ^ i sj n) et 
P = YY(-i(x — (j)(a.i)) . Avec ce choix de numerotation des racines de P (induite via 
cj) par la numerotation choisie pour P ), il est clair que d et o ont meme type. En 
fait, cela ne depend pas de la numerotation, car un autre choix revient a conjuguer 
la permutation, or le type est invariant par conjugaison. 

Par ailleurs, on demontre (c/. exercice XV. 4) : 

Proposition 1. Soit P E F p [x] un polyndme de degre n et P = P\ ... P r sa decom- 
position en irreductibles, chaque facteur etant suppose de multiplicity un. Notant 
ni = deg Pi (ordonnes par ordre croissant, quitte a changer I’ordre des facteurs), 
alors Gal(P) est engendre par un element de type [n\, . . . ,n r \. 

En definitive, en choisissant des p convenables, on demontre l’existence dans 
Gal(P) d’elements de certains types, et l’on compare les types obtenus a ceux 
apparaissant dans la liste des groupes transitifs a conjugaison pres. Comme on va 
le voir sur des exemples, cela permet de conclure dans certains cas. Notamment, 
on s’interesse au cas des degres 4 et 5 que nous detaillons ci-dessous. 

- En degre 4, les sous-groupes transitifs (a conjugaison pres) sont C 4 , D 4 , S 4 , 
V 4 — Z^Z X Z/2Z et A 4 . On a le diagramme d’inclusions : 

C 4 C D 4 C S 4 

u u 

V 4 c A 4 

Avec les choix faits (c/. definition de ces groupes dans les remarques preli- 
minaires), ce sont de veritables inclusions, mais puisque nous regardons les 
groupes a conjugaison pres, une inclusion G\ C G 2 signifiera plutot que G\ 
est contenu dans un conjugue de G 2 (sous S 4 ). La liste des types sont : 

C A : [1,1, 1,1], [2,2], [4] 

D A : [1,1, 1,1], [1,1, 2], [2, 2], [4] 

5 4 : [1,1, 1,1], [1,1, 2], [1,3], [2, 2], [4] 

A 4 : [1,1, 1,1], [1,3], [2,2] 

V 4 : [1,1, 1,1], [2,2], 
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- En degre 5, les sous-groupes transitifs (a conjugaison pres) sont C 5 , -D 5 , A 5 , 
S§ et le groupe metacyclique M 2 o- On a le diagramme d’inclusions : 

M20 C S5 
U U 
C 5 C D 5 C A 5 


et la liste des types : 

C 5 : [1,1, 1,1,1], [5] 

D 5 : [1,1, 1,1,1], [1,2,2], [5] 

A 5 : [1,1, 1,1,1], [1,1, 3], [1,2, 2], [5] 

M 20 : [1,1, 1,1,1], [1,2, 2], [1,4], [5] 

S 5 : [1,1, 1,1,1], [1,1, 1,2], [1,1, 3], [1,2, 2], [1,4], [2, 3], [5], 


5. On va appliquer deux tests : le premier permettant de verifier si Gal(P) est 
inclus dans A n et l’autre donnant une liste de types presents dans Gal(P). II 
s’agira alors de conclure quant aux differents groupes possibles pour Gal(P). 

Ecrire une procedure testAn: =proc(P) renvoyant + on — selon que Gal(P) 
est un sous-groupe de A n on non. On utilisera le critere du determinant, admis 
pour l’instant, et on pourra tester si un complexe z donne est un entier par la 
commande MAPLE type (z , integer) . 

Ecrire egalement une procedure typeMod:=proc(P,N) donnant la liste des 
types obtenus par la methode modulaire decrite precedemment, en prenant 
les nombres premiers p jusqu’a N. Pour cela, on obtiendra les facteurs de P 
par la commande Factors (P) mod p et on notera que la condition sur les ra- 
cines de P dans la proposition 1 ci-dessus est equivalente a dire que p ne divise 
pas le discriminant de P (c/. TP.IX.B). 

Enfin, appliquer ces deux procedures aux dix polynomes de degres 4 et 5 de 
la liste figurant dans la premiere partie du TP. On donnera, pour chaque 
cas, les differents groupes possibles et remarquera que les cas ou ces deux tests 
permettent de determiner le groupe de Galois correspondent aux cas, releves en 
degre 4 dans la premiere partie, ou MAPLE conclut sans calculer de resolvante. 
Precisement, c’est le cas lorsque le groupe de Galois est A n ou S n , tous les 
types finissant par apparaitre en prenant des premiers suffisamment grands. 


II est suprenant de constater que MAPLE « devine » pourtant la reponse, au 
vu des types obtenus modulo differents premiers p, et que cette reponse s’avere 
correcte par la suite : 
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galois/absres : 
[...] 

galois/respol : 


The Galois group is probably one of {"4T1"} 
Possible groups left: {"4T1"} 


Quel heuristique ou theoreme se cache derriere ce scenario ? Nous allons mainte- 
nant y repondre. 

Soit V(P,N ) l’ensemble des nombres premiers p ^ N qui ne divisent pas le 
discriminant de P. Pour p E V(P, N), on note t p (P ) = [ni, . . . , n r ] la partition de 
n obtenue en decomposant P en irreductibles sur Soit alors 


m(t,P) 


Card{p G V(P, N) tel que t p (P) = t} 
Card V(P,N) 


et fi(t,P) la proportion d’elements de Gal(P) qui sont de type t. 


Theowme 2 (Chebotarev). Quand N tend vers I’infini, la proportion P) tend 
vers la proportion p(t, P ) . 


Le lecteur particulierement motive pourra consulter [18] pour une preuve de 
ce theoreme remarquable mais difficile. II s’agit d’une methode probabiliste de 
calcul du groupe de Galois, cependant les calculs menes jusqu’a un nombre fini 
N ne peuvent servir de preuve du fait que le resultat attendu est le bon. 

6 Ecrire une procedure typeMod2 : =proc(P,N) renvoyant la liste 
[[ti, pN(t±, P)], . . . ,[t r , pN(t r , P)]], ou les fj sont les differents types de 
S n . Comme le fait MAPLE, en prenant N = 31, deviner le resultat pour les 
dix polynomes habituels (degres 4 et 5). 

Si d designe le cardinal de G = Gal(P) et dt le nombre d’elements 
de G de type t, alors dpiy(t,P ) tend vers l’entier dt . La partie entiere 
E(dpi\r(t, P)) (commande round en Maple) de dp,]y(t,P) est done constante 
a partir d’un rang N assez grand, de valeur dt . Modifier typeMod2 en une 
procedure typeMod3 renvoyant la liste [[fi, p' N {t\, P)], . . . , [t r , p' N (t r , P)]], ou 
p' N (t,P) = E(dppf(t,P))/d. Verifier sur les exemples habituels que les resul- 
tats obtenus coincident avec ceux de la question 4. Cela constitue une verifi- 
cation experimentale du theoreme de Chebotarev. 


La theorie des resolvantes 

Soit Q(x) = Q(xi,...,x n ) le corps des fractions rationnelles en x±, . . . ,x n . 

Le groupe symetrique S n agit sur Q(x) par permutation des Xi : on a done 
a(f)(x i, . . . ,x n ) = /(x CT ( i), . . . ,x a t n ^) pour toute fraction rationnelle / et toute 
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permutation a. D’apres la proposition VIII. 11. 2, le sous-corps des invariants sous 
S n est le corps des fractions rationnelles Q(s) = <Q)(si, . . . , s n ) en les fonctions 
symetriques elementaires Si en les Xj, qui peuvent etre definies par l’egalite 

(x — Xl)...(x — x n ) = x n - Six n_1 + . . . + (-l) n s n . 

Le groupe de Galois de l’extension Q(x)/Q(s) est done S n (theoreme XIV. 1.2). 

Soit maintenant H un sous-groupe de S n . II lui correspond un sous-corps 
Q(x) H contenant Q(s). L’extension Q(x)^/Q(s) est de degre fini et admet done 
un element primitif F. 

Definition 1. Avec les notations precedentes, on appelle resolvante generate de 
H relative a F le polynome minimal de F sur Q(s). C’est un polynome de 
Q(s)[x] de degre [S n : H } qui vaut 


ResolvF,H = 

rr£Sn / H 


II s’agit en fait d’une definition-proposition. Noter que le polynome ResolvF,H 
ci-dessus est bien defini car F est invariant sous Ff, done a(F ) a bien un sens : il 
ne depend que de la classe a dans S n / H. Comme l’action de S n par translation a 
gauche sur S n /H permute les differentes classes, on voit que ResolvF,H est stable 
sous S n : c’est done un element de Q(s)[x]. II est de degre [S'™ : H], qui est le 
degre de l’extension Q(x) H /Q(s) puisque Q(x)/Q(x) H est de degre \H\. 

b® 1 Quelques remarques concernant la manipulation des polyndmes a plusieurs 
indeterminees sous MAPLE : Definissant 

P : =x [2] *x [3] ~2+x [3] *x [1] +x [3] ~2*x [1] +x [1] *x [4] 
par exemple, la commande sort (P , [seq(x [i] , i=l . .4)] ,tdeg) permet de 
trier les monomes selon le degre total suivi de l’ordre « lexicographique » 
sur les monomes de meme degre. Le degre total en les Xi s’obtient par 
degree(P,{seq(x[i] ,i=l . .n)}). On effectue les substitutions x\ <— X 2 , 

% 3 , X 3 <— X\ . par exemple, par la commande subs comme suit : 
subs ({x [1] =x [2] ,x[2]=x[3] , x [3] =x [1] },P) . Pour tester l’egalite de deux po- 
lynomes, il est necessaire de les mettre au prealable sous une forme permettant 
la comparaison : par exemple sort (expand (P) , [seq(x[i] ,i=l. .4)] ,tdeg) (on 
developpe puis on ordonne). 

8, Ecrire une procedure action_poly : =proc (P ,n,g) renvoyant g(P), ou 
P E Q[x] et g E S n (on pourra utiliser la procedure image du TP.IV.B). 
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Ecrire ensuite vine procedure sym:=proc(G,P), utilisant action_poly et ren- 
voyant 

sym G (P ) = 

g£G 

pour G un groupe de permutations defini par une commande permgroup. On 
prendra soin d’afficher les resultats dans l’ordre croissant des monomes. 

Par definition, symc{P) est invariant sous G. On veut savoir s’il y a 
d’autres permutations laissant fixe P. Pour cela, ecrire line procedure 
invariant? : =proc (P ,n,g) testant si P est laisse fixe par g £ S n , puis une pro- 
cedure invariantG? :=proc(P,G) testant si P est invariant sous G (on notera 
qu’il suffit de verifier que P est laisse fixe par les generateurs de G). Enfin, 
ecrire une procedure stab:=proc(P,n) calculant le stabilisateur Stabs n (P) 
de P, c’est-a-dire renvoyant l’ensemble des elements de S n laissant fixe P. 
Tester sur des exemples de votre choix. 

9. On transforme un polynome / en les s* en un polynome en les Xi comme suit : 
ecrivant la procedure 

>sym_elem: =proc(n) local P,S,i; 
if n=l then return({s [1] =x [1] }) ; 

else P:=collect(expand(mul(x+x[i] ,i=l. .n)) ,x) ; 
return ({seq(s [i] =coef f (P ,x,n-i) , i=l . . n) }) ; 

f i; 

end: 

la conversion s’effectue via la commande subs (sym_elem(n) , f ) . On desire 
maintenant ecrire une procedure convert_sym: =proc(P,n) effectuant la trans- 
formation inverse, c’est-a-dire exprimant un polynome symetrique P en les 
Xi comme un polynome en les Sj. Le faire en remarquant que la preuve 
de la proposition VIII. 11. 2 est de nature algorithmique. II suffit done de 
l’implementer : la procedure convert_sym sera de nature recursive (atten- 
tion, il est necessaire d’utiliser la conversion dans l’autre sens explicitee plus 
haut dans l’un des deux appels recursifs). On pourra utiliser la commande 
normal (P,mul(x[i] ,i=l. .n)) pour effectuer la division de P par m=i si- 

io. On desire verifier sur differents exemples que F = symH(Yl'i=i x i‘ l ) es t 
un element primitif de Q(x) H /Q(s). Pour cela, il suffit de verifier que 
Stabs n {F ) = H. En effet, on a alors Q(F) = Q(x) Inv ^^ F ^ = Q(x) H . Le 
faire pour H = D 4 et C 4 puis le demontrer au papier-crayon pour tout H. 
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Soit d n = II i <j<j< n (ii — Xj). Verifier jusqu’a n = 6 que Inv(d n ) = A n et le 
demontrer pour tout n au papier-crayon. Ainsi d n est un element primitif de 
Q(x) An . 

11. Ecrire une procedure resolvante:=proc(F,G) calculant ResolvF,G (et ren- 
voyant un message d’erreur si le polynome F invariant sous G n’est pas un 
element primitif de l’extension) . On utilisera la commande cosets pour obtenir 
des representants du quotient S n /G. Prenant H = D4 et F = symD 4 {x\x 2X3), 
calculer ResolvF,H et exprimer cette resolvante comme element de Q(s)[x] (il 
faudra developper le polynome avant d’appliquer convert_sym, procedure qui 
fonctionne encore si on l’applique a un element de Q[xi, . . . , x n ,x] et donne 
de surcroit le resultat souhaite). On peut utiliser la commande collect (P,x) 
pour soigner l’affichage. 

Pour finir, ecrire une procedure resolvante_f :=proc(f ,G) calculant 
Resolv syrnG ^ Q , exprimee comme element de Q(s)[x]. Tester avec / = X1X2 
et G = -D4 ; constater que l’on obtient une resolvante pour D4 bien plus simple 
qu’avec le precedent choix de F. Faire de meme avec C4 et V4, en essayant 
d’obtenir un resultat aussi simple que possible. 

Soit maintenant P un polynome unitaire de Z[x] a racines simples aj. 

Definition 2 . On appelle H -resolvante de P relative a F le polynome de Q[x] 
obtenu a partir de la resolvante generale de H relative a F (qui est done un 
element primitif de Q(x) H ) en remplaqant les Xi par les ctj, done les Si par 
les fonctions symetriques elementaires en les a*, e’est-a-dire par ( — l)*a n _j ou 
P = ^" = i aiX 1 (a n = 1 ). On note Resolvp-p cette Pf-resolvante de P : le 
stabilisateur de F dans S n est done H et 

ResolvF-p = (x- F(a^ 1 ),...,a CT ^ n - ) )). 

a&S n /H 

Par exemple, si H = A n et si l’on prend F = d n , alors ResolvF-p = x 2 — A (P) 
ou A (P) est le discriminant de P ( cf . TR.IX.A). Le lecteur pourra verifier, par 
exemple avec les procedures que nous allons ecrire, que la resolvante qui permet 
de resoudre l’equation de degre 4 dans le TR.XVI.A est la LVresolvante relative 
a F = X1X3 + X2X4, ou D4 =((1 2 3 4 ), (1 3 )) (attention, remplacer H4 par un 
conjugue modifie le resultat). 

On remarque qu’une fL-resolvante de P est a coefficients entiers (lorsque 
F E Z[x]). Afin d’expliquer pourquoi, nous avons besoin d’introduire l’anneau 
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des entiers algebriques, constitue des nombres algebriques dont le polynome mi- 
nimal est a coefficients entiers. Le fait qu’il s’agit bien d’un anneau signifie que 
le polynome minimal d’une somme et d’un produit de deux entiers algebriques 
est encore a coefficients entiers, ce que l’on peut demontrer en utilisant nos me- 
thodes effectives de calcul dans les corps de nombres (TP.XII), ou encore par un 
argument abstrait similaire a celui utilise pour demontrer que les nombres alge- 
briques forment un corps (voir [25], chapitre II). Les racines cq de P sont des 
entiers algebriques, done les F^a#^, . . . ,a a ( n \) egalement, ainsi que les coeffi- 
cients de ResolvF-p. Comme ces coefficients sont de plus rationnels, on conclut 
en remarquant que les seuls entiers algebriques de Q sont les elements de Z. 

Le calcul du groupe de Galois par la methode des resolvantes est base sur le 
theoreme suivant : 

Theoreme 3. Avec les notations precedentes, si Gal(P) est contenu dans un conju- 
gue de H alors R = ResolvF-p a une racine rationnelle. Reciproquement, si R 
n’a pas de racine multiple et si R a une racine rationnelle, alors Gal(P) est un 
sous-groupe d’un conjugue de H . 

Appli quant ce resultat a H = A n , on obtient le critere deja utilise : a supposer 
que le discriminant A (P) soit non nul ( i.e . si P n’a pas de racine multiple, ce qui 
est le cas pour un polynome irreductible) , le groupe de Galois de P est contenu 
dans A n (e’est une veritable inclusion, car A n est distingue) si et seulement si 
A (P) est un carre entier. 

Demonstration. Quitte a remplacer F par t(F), avec r G S n , ce qui ne change pas 
ResolvF-p et revient juste a changer l’ordre des racines de P, on peut supposer 
que Gal(P) est contenu dans H (et non dans un conjugue de H). On a alors 
i t(F ) = F pour tout a G Gal(P), done aussi 

a(F(ai,. . .,a n )) = a(F)(a 1 , ...,a n ) = F(a 1: . . .,a n ). 

Cela montre que F(a±, . . . ,a n ) appartient a Q, d’ou l’existence d’une racine ra- 
tionnelle de R. 

Reciproquement, quitte a changer F en t(F), on peut supposer que 
F(a\, . . . , a n ) est rationnel, et done que a(F)(ot\, . . . , a n ) = F{a\, . . . , a n ) 
pour tout a G Gal(P). Supposons Gal(P) non contenu dans H et soit 
a G Gal(P) — H. Alors (x — F) et (x — er(F)) sont deux facteurs distincts de 
ResolvF.H , done F(a i, . . . , a n ) est une racine double de ResolvF-p, ce qui contre- 
dit l’hypothese. □ 
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12 . Ecrire vine procedure resolvanteP : =proc (P ,f ,G) , utilisant resolvante_f , 

calculant ResolvF-p ou F = symc(f )• Puis une procedure 

test_resolvante:=proc(P,f ,G) testant si Gal(P) est un sous-groupe 
d’un conjugue de G (et renvoyant un message d’erreur si la resolvante R 
calculee possede un facteur carre). Les racines rationnelles de R s’obtiennent 
avec la commande MAPLE roots. 

Appliquer ce test aux cas de degre 4 qui n’ont pu etre resolus par la methode 
modulaire. On remarquera que pour P = x 4 + 1 par exemple, l’une des deux 
Z? 4 -resolvantes Resolvp-p avec / = X 1 X 2 et / = x\x\x% permet de conclure, 
mais pas l’autre. 

On prend maintenant comme element primitif F = symu(\Yi= ^ x™ l ) dont on 
sait qu’il donne une PZ-resolvante (a defaut de mieux, cas par cas). Ecrire une 
procedure test_resolvante2:=proc(P,G) calculant Resolvp-p avec ce choix 
pour F (on pourra meme economiser la verification de la primitivite de F et 
reecrire egalement des procedures 

resolvante2:=proc(G) et resolvante2P:=proc(P,G)). 

Que donne ce test en degre 5 ? En fait, Maple met enormement de temps, 
car les calculs formels pour la conversion en polynome en les fonctions syme- 
triques elementaires sont couteux. Pour y remedier, on va utiliser des methodes 
numeriques. 

En effet, on a vu an TP.XI que MAPLE sait calculer des approximations nu- 
meriques des racines complexes de P 

(commande evalf (allvalues (RootOf (P) )). 

On remplace alors les par ces approximations dans la formule de la defini- 
tion 2 (en prenant soin de garder cette forme factorisee lors de revaluation). De 
plus, on sait que les coefficients de Resolvp-p sont des entiers. En travaillant 
avec un nombre suffisant N de chiffres significatifs (commande Digits :=N) et 
en prenant la partie entiere, on peut done esperer (si le controle numerique est 
bon) obtenir la resolvante souhaitee. 

Ecrire une procedure resolvante3P:=proc(P,G,N) calculant la resolvante 
avec cette methode, puis une procedure de test 

test_resolvante3:=proc(P,G,N). 

Traiter enfin le cas du degre 5. 

13 . On ne peut conclure que lorsque la resolvante ne possede pas de racine 
double (rationnelle). Par exemple, 40 est racine double de la M 2 o-resolvante de 
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P = x 5 + 2 obtenue a la question precedente, et la methode echoue. On y re- 
medie en introduisant la transformee de Tschirnhausen de P. 

L’idee est la suivante : Soit a de polynome minimal P et b = Q(a), ou 
Q £Z[i] est de degre inferieur strictement au degre de P. On a vu an TP.XI 
que le polynome minimal de b est la partie sans facteur carre du resultant 
Pi = Res y (P(y),x — Q(y )) qui est de meme degre (en x) que P. Done si Pi 
est sans facteur carre, alors b est un element primitif de Q(a)/Q, de polynome 
minimal Pi E Z[x\. On remplace alors P par Pi, ce qui ne change pas le corps 
de decomposition, puisque ce dernier est la cloture galoisienne de Q(a) dans C 
et Q(a) = <Q>(6). C’est ce que l’on appelle une transformee de Tschirnhausen. 
On peut demontrer (mais nous ne le ferons pas, l’essentiel etant de prouver 
l’exactitude de la methode, ce qui vient d’etre dit) qu’il existe des choix de 
Q qui conviennent. En pratique, nous verrons que la methode aboutit tres 
rapidement, avec Q pris au hasard. 

Ecrire une procedure tschirn: =proc(P) effectuant une transforma- 
tion de Tschirnhausen. On tirera Q au hasard par une commande 
randpoly(x,degree=d), d etant lui-meme pris au hasard (commande 
d:=rand(0. . degree (P) - 1 ) ()). Faire un essai avec P = x 4 + 1 et en deduire 
le groupe de Galois Gal(P) en appliquant test_resolvante2. 

Poursuivre et ecrire une procedure tschirnR:=proc(P,G,N) renvoyant 
la resolvante d’une transformee de Tschirnhausen de P, calculee via 
resolvante3P. Oberserver la resultante obtenue sur l’exemple precedent : 
il y a explosion de la taille des coefficients. Enfin, ecrire une procedure 
test_resolvante4:=proc(P,G,N), utilisant tschirnR, decidant a tous les 
coups si Gal(P) est un sous-groupe d’un conjugue de G. 

Qu’obtient-on avec P = x 5 + 2 et G = M20 ? Comparer avec le resultat de la 
commande galois. Comprenez-vous ce qui se passe? ! (Afhcher la resolvante.) 
Essayer d’y remedier en augmentant la precision N des calculs (vous risquez 
de depasser les capacites de Maple). 

II s’agit de travailler, sur ce cas particulier, avec une meilleure resolvante. 
Prendre / = xf(x2^5 + X3X4) (apres avoir verihe) et calculer la resolvante 
generale R via resolvante, puis la M2o-resolvante de P correspondante. On 
pourra ecrire une derniere procedure resolvante5P:=proc(P,G,R,N) calcu- 
lant la G-resolvante de P correspondant a la resolvante generale R a l’aide des 
approximations numeriques des racines. Conclure. 

Remarque. II est done possible de calculer les groupes de Galois de polynomes de 
petits degres en utilisant uniquement des resolvantes. Le lecteur trouvera dans [ 9 ] 
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des algorithmes efficaces jusqu’en degre 7 inclus. Ce ne sont pas ceux qu’utilise 
Maple. 

Nous venons d’expliquer les lignes : 


galois/special5 : Calculating a S5/F20 resolvent... 

galois/special5 : Factoring this S5/F20 resolvent... 

II reste a expliquer les phrases suivantes dans le dialogue de MAPLE : 


galois/respol : 
galois/respol : 
galois/respol : 
galois/respol : 


Using the orbit-length partition of 2-sequences. 
Calculating a resolvent polynomial... 

Factoring the resolvent polynomial... 
Orbit-length partition is 4, 4, 4 


Soit 17 = {1, . . . ,n}, 17® l’ensemble des sous-ensembles a k elements de 17 
et l’ensemble des listes ordonnees de k elements de 17. Apres choix d’une 
numerotation des n racines distinctes, le groupe de Galois Gal(P) agit sur ces 
trois ensembles. On pose 

(fcj [fcl 

Rp — P&SolVxi-\-...-\-xk'iP et Rp — RcSolVxi-\-2x2-\-...-\-kxkP ’ 


Ce sont deux cas particuliers de resolvantes lineaires. 

f2l 

On va calculer ces dernieres pour k = 2. Noter que R l p est une ii-resolvante, 
oil le stabilisateur H de x\ + 2x2 est S n - 2 identifie aux permutations laissant fixe 
1 et 2. On en deduit 

rM = JJ(s - oti - ctj ) . (XVI. 1) 

i,j 

De meme, Rp 1 est une 77-resolvante, ou H = S n - 2 U (1 2)S n -2- On en deduit 

R p } = Il( x “ «* - a i) (XVI. 2) 

i<j 

(les classes S n /H sont representees par des elements a tels que u(l) = i et <r(2) = j 
avec i < j). 

On utilise alors la propriety suivante des resultants (voir TR.VIII.C) : 
si P = Yli( x ~ a i) et Q = FI alors = Res y (P(y),Q(x-y)). 

On en deduit : 

2 deg ( p )pg) (r { * } Y = Res y (P(y),P(x-y)) (XVI. 3) 
3 deg(P)p g j R m = ReSy ^p( y ) ? 2 deg(p) P ) • (XVI. 4) 
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{ 2 } 

Revenons au calcul du groupe de Galois : lorsque Rp ' est sans facteur multiple, 
la formule (XVI. 2) montre que les facteurs de Rp' dans la decomposition en 
irreductibles sur (Q) correspondent aux differentes or bites de 1’ action du groupe 
Gal(P) sur Ainsi la liste ordonnee L^f' des degres de ces facteurs est ce que 
MAPLE appelle « orbit-length partition of 2-sets ». Dans le second cas, la liste 
Lp ordonnee des degres des facteurs irreductibles dans Q[x] de Rp correspond 

au terme « orbit-length partition of 2-sequences ». La formule (XVI. 1) montre 

[21 

qu’il s’agit bien, lorsque R} p est sans facteur multiple, des cardinaux des orbites 
de 1’ action du groupe Gal(P) sur En particulier, Rp} est irreductible si et 

seulement si Gal(P) agit 2-transitivement. 

12 } [ 2 ] 

La methode consiste a comparer L x p ' et Lp aux resultats que l’on obtient en 
faisant agir les differents groupes sur et fil 2 !. 

14. D’une part, ecrire des procedures RP2a, RP2b, testa, testb calculant res- 

| 2 } [ 2 ] 

pectivement, pour P donne, Rp' et Rp (a l’aide des formules (XVI. 3) 
et (XVI.4)), L { p } et L l p ] . 

D’autre part, reprendre les procedures orbite et orbite2G du TP.IV.B et 
ecrire des procedures orbite2a et orbite2b calculant, pour un groupe de per- 
mutations G defini par vine commande permgroup, la liste ordonnee des cardi- 
naux des orbites pour Faction de G sur et respect ivement. Appliquer 
ces procedures a la liste habituelle des dix groupes. 

Finalement, utiliser cette methode pour decider des cas (en degres 4 et 5) non 
tranches par les methodes modulaires. Bien entendu, on appliquera une trans- 
formation de Tschirnhausen lorsqu’une resolvante possede un facteur multiple. 
Peut-on conclure dans tous les cas ? Noter par exemple que MAPLE n’emploie 
pas cette methode pour calculer Gal(x 5 + 2). 
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XVII 


POLYGONES REGULIERS 
CONSTRUCTIBLES ET NOMBRES 

DE FERMAT 


On dit qu’un polygone regulier a n cotes est constructible, s’il est constructible 
a la regie et au compas. Le probleme que nous allons etudier dans ce chapitre est 
le suivant : les polygones reguliers a n cotes sont-ils constructibles pour toute 
valeur de n ? Sinon, peut-on caracteriser les entiers n pour lesquels c’est possible ? 

II est clair que, a partir d’un polygone, on peut en construire d’autres par 
certaines constructions geometriques simples. Par exemple, si on peut construire 
un polygone regulier a n cotes, on peut construire un polygone regulier a 2 n cotes, 
au moyen des bissectrices des angles au centre. 

Nous allons montrer comment la theorie de Galois permet de caracteriser les 
entiers n tels que les polygones reguliers a n cotes soient constructibles. Ces entiers 
sont tres fortement relies aux nombres de Fermat. 

Nous allons d’abord formaliser le probleme, en precisant les notions introduites 
dans le TR.XI.A auquel nous renvoyons le lecteur pour les definitions et resultats. 


XVII. 1. Points constructibles 


Soient V un ensemble fini de points du plan euclidien, de coordonnees (xi, j/j), 
et K le sous-corps de M engendre par les Xi et j/j. On sait que si un point (x,y) 
est constructible a partir de V, alors [K(x) : K] = 2 P et [K(y) : K\ = 2 q . 
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Le probleme est maintenant de determiner les points qui sont constructibles. 

Lenune XVU.1.1. Soit V un sous-ensemble fini de points de M 2 contenant les points 
(0,0) et (1,0). Si x et y appartiennent au sous-corps de M engendre par les coor- 
donnees des points de V, le point ( x,y ) est constructible a partir de V . 


Demonstration. II est clair que, a partir de (0,0) et (1,0), on peut construire les 
axes de coordonnees. De plus, se donner les points (0, Xo) et (0, yo) est equivalent 
a se donner le point (xo>2/o)- 

Pour demontrer le lemme il suffit de prouver que (0, x) et (0, y) etant donnes, 
on peut construire les points (0,x + y), (0,x — y), (0 ,xy) et (0 ,x/y). En ce qui 
concerne les points (0, x + y) et (0, x — y), c’est evident. Pour les points (0, xy) et 
(0 ,x/y), considerons la figure ci-dessous : 



Les triangles ((0, 0), (0, y), (1, 0)) et ((0, 0), (0, x), (u, 0)) sont semblables, d’ou 
u/x = 1 /y, i.e. u = x/y. On peut done construire le point (0 ,x/y). En prenant 
x = 1, on obtient 1/y et en faisant la meme construction, en remplacant y par 
1 /y, on obtient xy, d’ou la construction du point (0 ,xy). □ 

Lemme XV II. 1.2. Si un point (0, o), avec a ^ 0, est constructible, le point (0,-^/a) 
est constructible. 
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Demonstration. Dans le dessin ci-dessous, les points A et B etant constructibles, 
le demi-cercle est constructible. 


XVII. 1. Points constructibles 



Les relations metriques dans le triangle rectangle ABC montrent que la lon- 
gueur de OC est egale a y/a. □ 

Lemme XVII.1.3. Soient K le sous-corps de K engendre par les coordonnees d’un 
ensemble finiV de points de M 2 contenant (0, 0) et ( 0,1) et K(a) / K , ( K{ot ) C Mj, 
une extension de degre 2. Alors, tout point ( x,y ) E M 2 tel que x E K(a) et 
y E K{a) peut etre construit a partir de V. 

Demonstration. Le polynome minimal de a s’ecrit M a (X) = X 2 + bX + c, ou 
b, c E K, d’ou a = ~ b ^ , avec A = b 2 — 4c. Puisque K(a) Cl, A est positif et 
(0, A) est constructible, d’apres le lemme (XVII. 1.1), done aussi (0, \/A), d’apres 
le lemme (XVII. 1.2). Ainsi on peut construire (0, a) et, par consequent, d’apres 
le lemme (XVII. 1.1), tout point dont les coordonnees sont dans K(a). □ 

Theoreme XVn.1.1. Soit K le sous-corps de M engendre par les coordonnees d’un 
ensemble fini V de points de M 2 contenant (0,0) et (0,1). Si a et (3 sont des 

elements d’une extension L/K, (L C M), telle que K = Kq C K\ <Z ... C. K r = L, 

avec [Ki + i : Kj] =2, 0 ^ i ^ r — 1, alors le point (a,/3) est constructible a partir 
de V. 

Demonstration. On fait un raisonnement par recurrence sur r. Le lemme (XVII. 1.1) 
donne le cas r = 0 et le lemme (XVII.1.3) donne le passage du rang i an rang 
*+ 1. □ 

Theoreme XVII. 1.2. Soit K le sous-corps de M engendre par les coordonnees d’un 
ensemble fini V de points de M 2 contenant (0,0) et (0,1). Si a et sont des 

elements d’une extension normale L/ K , (L C M), telle que [L : K] = 2 r , alors le 

point (ck,/3) est constructible a partir de V. 
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Demonstration. La caracteristique de K etant nulle, l’extension L/K est separable. 
Soit G = Gal{L/K ) : on a |G| = 2 r , d’ou, d’apres le lemme (VII. 4.1), G possede 
une suite de composition 


{1} — G r < G r _ i < . . . < Go — G 

telle que \Gi\ = 2 r_ \ Soit = Inv{Gi ) : alors [LQ+i : Ki\ = 2 et le resultat 
decoule du theoreme (XVII. 1.1). □ 

XVII. 2. Constructibilite des polygones reguliers 

Definition XVII.2.1. 

a) On appellera n-gone un polygone regulier a n cotes. 

b) Un entier n est constructible si le n-gone est constructible a partir de 
(0,0) et (0,1). 


Le probleme pose au debut de ce chapitre est done equivalent au suivant : 
« Peut-on caracteriser les entiers constructibles » ? 

Premiere etape : Reduction aux entiers premiers 
Lemme XVII.2.1. 

(i) Tout diviseur d’un entier constructible est constructible. 

(ii) Sim et n sont deux entiers constructibles tels que (m, n) = 1, alors V entier 
mn est constructible. 

Demonstration, (i). Soient n un entier constructible et m un diviseur de n. On peut 
faire une partition de l’ensemble des sommets d’un polygone regulier a n cotes par 
des sous-ensembles de d = n/m sommets consecutifs et, en joignant le premier 
sommet de chacun de ces sous-ensembles au premier sommet du sous-ensemble 
adjacent, on obtient un polygone regulier a m cotes. 

(ii). Si les entiers m et n sont premiers entre eux, d’apres l’identite de Bezout, 
il existe des entiers a et b tels que am + bn = 1, d’ou 

1 1 , 1 

= a — K b — 

mn n m 

Done, a partir des angles 2ir/m et 2n/n, on peut construire Tangle 2ir/mn. □ 
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Comlhuw XVK2. 1. Soit n = pf 1 . . . pf r la decomposition en facteurs premiers 
d’un entier n. L’entier n est constructible si et seulement si chaque entier p r *\ 
i = 1, . . . , r, est constructible. □ 

Deuxieme etape : Constructibilite des entiers p", p premier 

Si p = 2, le probleme se ramene a construire les bissectrices d’un angle. On 
suppose done que le nombre premier p est impair. 

Lemme XVH.2.2. Soit £ une racine primitive p n -ieme de I’unite. Si p n est 
constructible, le polyndme minimal de ( sur Q est de degre une puissance de 2. 

Demonstration. Posons £ = e 2 * 7r /.p’ 1 ) a = cos{2i:/p n ) et (3 = sin(2Tr/p n ). Puisque 
p n est constructible, le point ( a , j3) est constructible (e’est un sommet du p n -gone). 
On en deduit que [Q(a,/3) : Q] = 2 n puis [Q(a, /?, i) : Q] = 2 n+1 . Mais 

C done [Q(C) : Q] = 2 <? et le polynome minimal de £ sur Q est 

de degre une puissance de 2. □ 

Pour determiner les p n , p premier, qui sont const ructibles, on doit done de- 
terminer les degres des polynomes minimaux des racines primitives p n -ieme de 
P unite. 

Remarques XVH.2.1. Soit £ une racine primitive //'-ieme de l’unite. 

a) Si n = 1, le polynome minimal de £ est M^(X) = 1 + X + . . . + X v ~ l . 

b) Si n = 2, le polynome minimal de C est Mq(X) = 1 + X p + . . . + V p ( p_1 ) : 

en effet, ce polynome est irreductible d’apres le critere d’Eisenstein et Mq[Q) = 0 
car M ( {X) = {X p2 - 1)/{X P - 1). 

Theoreme XVH.2.1. L’entier n est constructible si et seulement si n = 2 r p± . . ,p s , 
ou les entiers pi sont des nombres premiers distincts de la forme Pi = 1 + 2 2r ' , 

i = l,...,s. 

Demonstration. La condition est necessaire . Supposons que l’entier n soit 
constructible et soit n = 2 r pf 1 ...pf 3 sa decomposition en facteurs premiers. 
D’apres le corollaire (XVII. 2.1), les entiers p“ l , i = 1, . . . , s, sont constructibles. 
Si a* ^ 2, alors, d’apres le lemme (XVII.2.1.(i)), l’entier pf est constructible; 
on en deduit, d’apres le lemme (XVII. 2. 2), que le degre du polynome minimal 
d’une racine primitive p?-ieme de l’unite est une puissance de 2. Mais, d’apres 
la remarque (XVII. 2. l.b), il existerait (3 tel que 2 P = p t (p^ — 1), ce qui est 
impossible puisque p t est impair. On a done a* = 1, i.e. pt est constructible 
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pour tout i = On en deduit, d’apres le lemme (XVII. 2. 2) et la re- 

marque (XVII. 2.1. a), que p t — 1 = 2 Si , i.e. p % = 1 + 2 Si . Supposons que Sj soit 
divisible par un entier a impair, Si = ab] alors pi = (2 b ) a + l. Puisque a est impair, 
on a X a + 1 = (X + l)(V a_1 — X a ~ 2 + . . . + 1), done pi est divisible par 2 b + 1, 
ce qui est impossible puisqu’il est premier. D’ou Sj = 2 Ti et pi = 1 + 2 2 ’ . 

La condition est suffisante . D’apres le corollaire (XVII.2.1), il suffit de consi- 
derer les facteurs premiers de n. II est clair que 2 r est un entier construc- 
tive. Montrons que les entiers pi, i = l,...,s, sont constructibles. Fixons un 
i, 1 ^ i ^ s, et posons a = 2 ri , ( = e 2m ^ Pi . On a [Q(£) : Q] = Pi — 1 = 2“. 
Posons K = In Q(C) ; alors a = cos(2n/pi) = (C + C -1 )/2 appartient 
a K, done 2ct aussi. Mais 2a = (£ 2 + 1)/C ; d’ou £ 2 — 2a( + 1 = 0 et 
[Q(C) : K] = 2. On a Q C K C Q(C) et le groupe Gal(Q(()/Q) est abelien (theo- 
reme XV. 2.1) : done Gal(K/Q ) ~ Gal(Q(C) /Q) /Gal(Q(C) / K) (exemple VI. 3.1). 
Mais \Gal{Q(C)/®)\ = 2“ et \Gal(Q(()/K)\ = 2, done \Gal(K/®)\ = 2 a ~ x : 
comme l’extension K/Q est normale (car Gal(®(Q/K) <3 Gal(Q(£)/Q)), d’apres 
le theoreme (XVII. 1.2) le point (cos(2n / pt) , 0) est constructible, done l’entier p t 
est constructive. □ 

Les nombres du type 1+2 2 " sont appeles nombres de Fermat. On ne connait 
que peu de ces nombres qui soient premiers. Par exemple, 3, 5, 17, 257, 65 537 
sont les seuls nombres premiers de Fermat inferieurs a IQ 10000 . 


Construction de l’heptadecagone 

La construction a la regie et au compas du polygone regulier a 17 cotes, realisee 

2l7T 

par Gauss a l’age de 18 ans, revient a celle du point £17 = e^~ sur le cercle 
unite, ou encore d’un autre sommet qui correspond a un generateur du groupe 
Un — r Lj\TL des racines I7 emes de l’unite. 

L ’equation 

16 

MCl7(*) = Y1 XL = 0 

k= 1 

admet pour groupe de Galois 

G = GaimC i 7 )/Q) = (^/17Z) x , 

qui est encore isomorphe au groupe cyclique C\q = Z/16Z. En effet, toutes les 
racines de p^ 17 s’expriment comme des puissances 1 ^ k ^ 16, de ^ 17 - 

Les nombres constructibles a la regie et au compas forment un corps. La 
construction d’un nouveau point engendre une extension de corps, qui est triviale 
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ou de degre 2, car determiner l’intersection d’un cercle avec vine droite, par 
exemple, revient a extraire une racine carree. 

La construction de Gauss est la suivante : « Tracer deux diametres perpendi- 
culaires AB et OC, ou O est le centre et OC le quart du rayon. Tracer AC puis 
sur le cercle de centre C un arc de A jusqii’aii diametre OC. Prendre le point D 
aux trois quarts de cet arc. Tracer CD qui coupe AB au point E. Tracer CF a 45 
degres de CE. Prendre le cercle ayant AF pour diametre. II intersecte le diametre 
OC en un point G. Tracer le cercle de centre E passant par G. II intersecte la 
droite AB en H et I. Tracer les perpendiculaires a AB aux points H et I. Elies 
coupent le grand cercle en J et K. Soit L le milieu de l’arc JK. Alors les points 
J,K,L et A sont des sommets du polygone regulier a 17 cotes, les autres sommets 
s’en deduisent facilement. » 



En fait, la construction de l’heptadecagone est rendue possible par l’existence 
de la suite de decomposition 

{e} <1 C2 <1 C4 <1 Cg <1 G , 
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a laquelle correspond, par la theorie de Galois, une tour d’extensions de degre 2. 
Cela permet de suivre la construction de Gauss pas a pas, chaque cercle induisant 
une extension (le premier est utilise deux fois pour construire D). 

Puisque G est resoluble, on dispose meme de formules par radicaux. La 
construction geometrique s ’exprime en termes algebriques par la formule suivante : 


cos 



^(^/17-1 + V2^\ju + 6\Zl7 + V2{Vl7 - 1)7 17 - VT7 - 8a/2\/ 17 + Wf 


+ 
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APPENDICE 


L’objet de cet appendice est un expose des resultats generaux de la theorie 
des ensembles utilises dans certaines demonstrations de cet ouvrage. Un expose 
complet de ces questions necessiterait a lui seul un livre. On ne trouvera done ici 
que les rappels necessaires a une bonne comprehension des demonstrations conte- 
nues dans ce livre. Pour plus de details, le lecteur pourra consulter [4], Certains 
points sont developpes en appendice de [1]. 


1. Ensembles ordonnes 


Definition 1. . Une relation d’ordre sur un ensemble E est une relation bi- 
naire 1Z satisfaisant aux conditions suivantes : 

(i) Vx £ E, xTZx (reflexivite). 

(ii) Vx e E, Vy e E, [xlZy] et [yTZx] ==> [x = y\ (antisymetrie) . 

(iii) Vx e E,My G E, \/z € E, [xTZy] et [y1Zz\ [ xlZz \ (transitivite). 

Un ensemble ordonne est la donnee d’un couple ( E. 1Z) . ou E est un 
ensemble et TZ une relation d’ordre definie sur E. 

Exemples 1.1. 

a) La relation ^ sur l’ensemble N est une relation d’ordre. 

b) Pour tout ensemble E, la relation d’inclusion est une relation d’ordre sur 
l’ensemble V(E), ensemble des parties de E. 

c) La relation 1Z definie sur N* par « xlZy si x est un diviseur de y » est une 
relation d’ordre. 


Algebre T1 


d) Soient E un ensemble et (F,1Z) un ensemble ordonne. On definit sur 
G = F(E,F), ensemble des applications de E dans F , une relation d’ordre, notee 
VJ . par 


V/ E G, Vg E G , flZ'g si et seulement si Vx E E, f(x)lZg(x). 

e) Soit E un ensemble muni d’une relation d’ordre, que l’on notera Pour 
tous elements x = (x\, . . . ,x n ) et y = (yi, ■ ■ ■ ,y n ) de E n . on pose x ^ y si 
et seulement si x = y ou s’il existe k G {0, 1, . . . , n — 1} tel que x\ = yi, ■ ■ 
Xk = VkiXk+i ^ yk+ 1 - Ceci definit une relation d’ordre sur E n , appele ordre 
lexicographique. 

Pour plus de commodite, sauf mention explicite, nous noterons une relation 
d’ordre definie sur un ensemble E par ^ et nous ecrirons « soit E un ensemble 
ordonne ». 

Definition 1.2. Soit E un ensemble ordonne. Un element a de E est un element 
minimal (resp. maximal) de E si la relation x ^ a (resp. a ^ x), x G E, 
entraine x = a. 

Exemples 1.2. 

a) Soient E un ensemble et T le sous-ensemble de V(E) forme des parties non 
vides de E. Les elements minimaux de T sont les parties a un element. 

b) Dans l’ensemble des entiers naturels strictement plus grands que 1, ordonne 
par la relation « m divise n », les elements minimaux sont les nombres premiers. 

c) L’ensemble M muni de l’ordre usuel n’a pas d’element minimal ou maximal. 

Definition 1.3. Soit E un ensemble ordonne. Un element a de E est le plus 
petit (resp. plus grand) element de E si, pour tout x G E, on a a ^ x (resp. 
x ^ a). 

Exemples 1.3. 

a) Dans l’exemple (1.1. a), 0 est le plus petit element de N et il n’y a pas de 
plus grand element. 

b) Dans l’exemple (l.l.b), 0 et E sont, respectivement, le plus petit element 
et le plus grand element de V(E). 

c) Dans l’exemple (1.2.c), il n’y a ni plus petit, ni plus grand element. 
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Definition 1. . Soient E un ensemble ordonne et X une partie de E. On appelle 
minorant (resp. majorant) de X dans E tout element m (resp. M ) de E tel 
que, pour tout on ait m ^ x (resp. x ^ M). 


Definition 1. . Une partie X d’un ensemble ordonne E est totalement or- 
donnee si, pour tous elements x et y de X, on a x ^ y ou y ^ x. Si c’est le 
cas pour X = E, on dit que la relation d’ordre sur E est totale, ou que E est 
totalement ordonne. 

Exemples 1.4. 

a) La relation d’ordre usuelle sur les ensembles N,Z,(Q),M est totale. 

b) La partie vide et toute partie reduite a un element sont totalement ordon- 
nees. 

c) Si l’ensemble E admet au moins deux elements, la relation d’ordre sur 
l’ensemble V(E), induite par inclusion, n’est pas totale. 

Definition 1. . Un ensemble ordonne E est inductif si toute partie non vide 
totalement ordonnee de E possede un majorant. 


Ces ensembles possedent l’importante propriete suivante, qui est utilisee tres 
souvent dans cet ouvrage : 

Theoreme 1.1 (lemme de Zorn). Tout ensemble ordonne inductif possede un ele- 
ment maximal. □ 

Remarques 1.1. 

a) Ce theoreme est equivalent a l’axiome du choix, dont des enonces equi- 
valents sont (entre autres) : 

Tout produit cartesien non vide d’ensembles non vides est un en- 
semble non vide, 

ou 

Pour tout ensemble E, il existe une application 

/ : V{E) \ {0} — > E 

telle que 

W1 e V(E) \ {0}, f(A) € A. 
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b) Le lemme de Zorn est egalement equivalent au theoreme de Zermelo enonce 
ci-dessous. 

Definition 1. . Un ensemble E est bien ordonne s’il est ordonne et si, pour 
l’ordre considere, toute partie non vide de E admet un plus petit element. 

Theoreme 1.2 (de Zermelo). Tout ensemble peut etre bien ordonne. □ 

Remarque 1.2. Si une relation d’ordre definie sur un ensemble E le munit d’une 
structure d’ensemble bien ordonne, cette relation d’ordre est totale (car toute 
partie a deux elements {x,y} a un plus petit element). On en deduit done que 
tout ensemble peut etre muni d’une relation d’ordre totale. Mais attention, toute 
relation d’ordre definie sur un ensemble n’est pas necessairement totale (comme 
on l’a vu avec l’inclusion sur l’ensemble des parties d’un ensemble), de meme 
que toute relation d’ordre n’est pas necessairement une relation de bon ordre. 
L’existence d’une relation d’ordre totale qui ne soit pas une relation de bon ordre 
est equivalente a l’axiome de l’infini enonce ci-dessous. 

2. Cardinaux — Ensembles infinis 

Definition 2. . Deux ensembles A et Y ont meme cardinal, ou sont equipo- 
tents, s’il existe une application bijective de X sur Y. 


On ecrit alors Card(X) = Card(Y). 

Attention. On vient de definir Tegalite de deux cardinaux, mais on n’a pas 
defini la notion de cardinal. II s’agit « intuitivement » du nombre d’elements de 
l’ensemble. II est clair que Tegalite des cardinaux definit une relation d’ equivalence 
sur la « classe » des ensembles. On peut alors considerer le cardinal d’un ensemble 
comme un representant de sa classe d’ equivalence. 

On remarquera que dans la phrase ci-dessus, on parle de la « classe » des en- 
sembles, car parler de « T ensemble » des ensembles conduirait a une contradiction 
(cet ensemble devant alors se contenir lui-meme comme element). 

On remarquera que si les ensembles {1, . . . , n} et {1, . . . ,p} sont equipotents, 
alors n = p. Ceci rend consistante la definition suivante : 
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Definition 2.2. Un ensemble E est dit fini s’il existe un entier n tel que E soit 
equipotent a l’ensemble {1, . . . ,n}. On ecrit alors Card(E) = n. On dit qu’un 
ensemble est infini s’il n’est pas fini. 


2 . Cardinaux - Ensembles infinis 


En particulier, un cardinal est infini s’il n’est pas entier. 

Axiome de l’Infini. II existe un ensemble infini. 

On definit maintenant vine relation d’ordre sur les cardinaux, de la fagon suivante : 

Definition 2.3 . Si E et F sont deux ensembles, on ecrit Card(E) ^ Card(F) 
si E est equipotent a une partie de F, ou encore s’il existe une application 
injective de E dans F. 


Ceci definit une relation d’ordre total sur les cardinaux. La reflexivite et la 
transitivite sont evidentes. Par contre l’antisymetrie, loin d’etre evidente, est don- 
nee par le theoreme suivant : 

Theoreme 2.1 (de Cantor-Bernstein). Soient E et F deux ensembles. Si 
Card(E) ^ Card(F) et Card(F) ^ Card(E), alors Card(E) = Card{F). 
(Pour une demonstration cf. [1].) □ 

Attention. On peut avoir E C F, E F et Card(E) = Card(F). Par exemple, 
1’ ensemble des nombres pairs est un sous-ensemble strict de N qui a meme cardinal 
que N, puisque ces deux ensembles se correspondent par 1’ application bijective 
n e- 2 n. 

Exencice . . Montrer que si E et F sont deux ensembles non vides, il existe une 
application injective de E dans F si et seulement s’il existe une application sur- 
jective de F dans E. (Noter que la reciproque utilise l’axiome du choix.) 

Proposition 2.1. L ’ensemble N des entiers naturels est infini. 


Demonstration. Pour tout entier n, l’ensemble {0, 1, . . . ,n} est une partie de N a 
n + 1 elements. Done Card{ N) ^ (n + 1) > n est different de n. Le cardinal de N 
n’etant pas entier, N est un ensemble infini. □ 

On note Ho ( qrii se prononce aleph 0) le cardinal de N. 

Definition 2. ! . Un ensemble est denombrable s’il est equipotent a N. 


Si E est un ensemble denombrable, une bijection / de N sur E permet d’ecrire 
les elements de E sous forme de suite a n = f(n). 
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Proposition 2.2. Tout ensemble infini E contient un sous-ensemble equipotent a N. 

Demonstration. II suffit de montrer que si E est un ensemble infini, il existe une 
application injective de N dans E. Puisque E est un ensemble infini, pour tout 
n £ N, il existe une partie de E de cardinal n (construction par recurrence). Soit 
n un entier : on fixe des elements de E, deux a deux distincts, a Ui o, . . . , a U)n . On 
ordonne lexicographiquement N 2 et on pose : &o = ao,o et 61 = a rjS , ou (r, s) est 
le plus petit element de N 2 tel que a rjS / &o- P ar recurrence, de la meme faqon, 
on construit a Pi9 ^ {bo,b\, . . . ,b n }. L’application definie par f(n) = b n est une 
application injective de N dans E. □ 

Ce qui precede montre que tout ensemble infini est au moins denombrable, ou 
que Ho est le plus petit cardinal infini. 

Nous allons maintenant definir des operations sur les cardinaux. 

Definition 2.5. Soient a et b deux cardinaux et soient A et Y des ensembles 
tels que a = Card(X) et b = Card(Y). 

a) On pose ab = Card(X x Y) et on l’appelle produit des cardinaux a 

et b. 

b) On choisit 1 et Y comme ci-dessus, verifiant de plus X (lY = 0. On 
pose alors a+ b = Card(XUY), que l’on appelle somme des cardinaux a et b. 

c) On pose a 11 = Card(X' t ), ou X^ est l’ensemble des applications de Y 
dans X. Cette operation s’appelle l’exponentiation des cardinaux. 

Remanjue 2.1. 

a) Lorsque les ensembles X et Y sont disjoints, An Y = 0, on note la reunion 
de A et Y de la faqon suivante, A |J Y . qu’on appelle reunion disjointe de A 
et Y. 

b) Les definitions ci-dessus n’ont de sens que si elles ne dependent pas du choix 
des ensembles A et A. Le lecteur verifier a qu’il en est bien ainsi. 

Exewice .2. Montrer que, si a, b, c sont des cardinaux, on a les identites suivantes : 
a + b = b + a, n-j-(b-f-c) = (n -f- b) -f- c, 0 -j- n = q, 
ab = ba, a(bc) = (ab)c, 0a = 0, la = a, 
a(b + c) = ab + ac 

a b+c = a b a c , (ab) c = a c b c , (a b ) c = a bc , a 0 = 1, a 1 = a, 
avec 0 = Card($) et 1 = Card({0}). 
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2 . Cardinaux - Ensembles infinis 


Attention. Les egalit.es a + c = b + c ou ac = be n’impliquent pas a = b, comme 
le montrent les resultats ci-dessous. 

Proposition 2.3. L’ensemble N x N est equipotent a N. 


Demonstration. Pour tout n £ N, on pose u n = 1 + 2 + . . . + n. On considere 
l’application / : NxN — > N definie par f(x, y) = y + u x + y . Montrons que / est 
bijective. L’application n i— > u n est strictement croissante. On en deduit que pour 
tout element a de N, il existe un unique entier p tel que u p ^ a < u p +\. Posons 
y = a — u p : on a 0 ^ y < u p+ \ — u p = p + 1. En posant x = p — y, on a f(x, y) = a, 
ce qui prouve que / est surjective. Soient x et y des entiers, a = f(x, y), p l’unique 
entier tel que u p ^ a < u p+ \. On a u x+y ^a^a + x+l = u x+y+ 1 , d’ou p = x + y. 
Alors y = a — u p etx = p — yetf est injective. □ 

On peut faire une autre demonstration, en utilisant l’ordre lexicogaphique sur 
N 2 et la bijection « diagonale » (c/. [1]). 

Theoreme 2.2. Pour tout cardinal infini a, on a a 2 = a. 


Demonstration. Soit E un ensemble de cardinal a. D’apres la proposition (2.2), il 
existe une partie F de E equipotente a N et, d’apres la proposition (2.3), il existe 
une application bijective f de F sur F x F. On considere l’ensemble des couples 
(A, g), ou X est une partie de E nontenant F et g est une application bijective 
de X sur X x X prolongeant /. Cet ensemble est non vide, car il contient (E, /), 
et est ordonne par la relation 

[(X,g) ^ (X',g')\ [X C A ; et i/est un prolongement de<?]. 

C’est un ensemble inductif ; il existe done, d’apres le lemme de Zorn (theo- 
reme 1.1), un element maximal (Y,h). Posons Card(Y) = b. 

Supposons que b soit strictement inferieur a a. 

Puisque b = b 2 est infini, on a b ^ 2b ^ 3b ^ b 2 = b. En effet, il existe une 
application injective Y u Y Y x Y , d’ou 2b ^ b 2 et, de meme, 2b ^ 3b ^ 
b 3 = b 2 = b. On a done b = 2b et b = 3b. L’hypothese b < a entraine que 
Card(E \ Y) > b, car sinon on aurait Card(E) ^ 2b = b ce qui est impossible 
(utiliser le fait que E = Y |_|(i£ \ Y), d’ou Card(E) = Card(Y) + Card(E \ y)). 
Il existe done une partie Z C (E \ Y) equipotente a Y. Posons T = Y U Z. On a 

T x T = (y x Y) U (Y x Z) U (Z x Y) U {Z x Z). 


445 


Algebre T1 


Les ensembles apparaissant dans le second membre sont deux a deux disjoints et, 
puisque Y et Z sont equipotents, on a 

Card(Y x Z) = Card{Z x Z) = b 2 = b, 


d’ou 

Card((Y x Z) U (Z x Y) U (Z x Z)) = 3b = b. 

II existe done un application bijective k de Z sur (Y x Z) U (Z x Y) U (Z x Z). 
L ’application egale a h sur Y et a k sur Z est vine bijection de T sur T x T 
qui prolonge h, ce qui est contraire au caractere maximal du couple ( [Y,h ). Par 
consequent, b = a, ce qui prouve le theoreme. □ 

Comllaiw 2.1. 

(i) Si a est un cardinal infini, pour tout entier n ^ 1, on a a n = a. 

(ii) Le produit d’une famille finie de cardinaux non nuls, dont le plus grand a 
est infini, est egal a a. 

(iii) Soient a un cardinal infini, I un ensemble de cardinal inferieur ou egal 
a a, (aj)j£/ une famille de cardinaux inferieurs ou egaux a a. Alors, a * ^ a ' 

Si de plus, Oj = a pour un indice i, alors a * = a ' 

(iv) Soient a et b deux cardinaux non nuls dont I’un au moins est infini, alors 

ab = a + b = sup(a, b). □ 


Theoreme 2.3. 

(i) Tout produit cartesien fini d’ensembles denombrables est un ensemble de- 
nombrable. 

(ii) Soient I un ensemble denombrable et, pour tout i E I, Ei un ensemble 
denombrable. Alors U e / E t est un ensemble denombrable. 

Demonstration. Ce sont des consequences immediates du corollaire (2.1). □ 

Remarque 2.2. On deduit immediatement de la proposition (2.2) et du corol- 
laire (2.1.(iv)), que si E est un ensemble infini, Card(E) = Card(E)Card( N). 
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Pmposition 2.4. Si f est une application surjective d’un ensemble E sur un en- 
semble infini F telle que, pour tout element x de F, V ensemble {/ _1 (®)} est 
denombrable, alors les ensembles E et F sont equipotents. 


2. Cardinaux - Ensembles infinis 


Demonstration. Les ensembles {/ -1 ( x )}, pour x G F, forment une parti- 
tion de l’ensemble E par des sous-ensembles denombrables. On en deduit 
done que Card(E) ^ Card(F)Card( N). D’apres la remarque (2.2), on a 
Card(F)Card( N) = Card(F). L’application / etant surjective, Card(F) ^ 
Card(E), d’ou le resultat. □ 

Proposition 2.5. Si E est un ensemble infini, V ensemble F(E) des parties finies de 
E est equipotent a E. 

Demonstration. L’application x i— » {x} est une application injective de E dans 
F(E), on a done Card(E) ^ Card(F(E)). Pour tout entier n, notons F n (E) 
l’ensemble des parties de E a n elements. On a Card(F n (E )) ^ Card(E n ) et 
Card(E n ) = Card(E), d’apres le theoreme (2.3. (i)). Par consequent, 

Card{F{E)) = Card(F n (E )) ^ Card(E)Card(N) = Card(E). 

neN 

On en deduit que Card(F(E)) = Card(E). □ 

Attention. Ce resultat est faux pour Yensemble V(E) des parties quelconques 
de E (cf. exercice ci-dessous). 

Exewice .3. Soit E un ensemble. 

1. Montrer que 

Card(E) < card{V{E)). 

(S’il existe une application bijective / : E — > V(E), en considerant 
A = {x G E | x (f /(x)} et a S A tel que /(a) = A, deduire une contradiction.) 

2. Montrer que Card(V(E )) = 2 Card ^ E \ (Considerer A = {0, 1}, / une appli- 
cation de X dans A : alors / i— / -1 ({0}) est un application bijective de l’ensemble 
A E sur V(E).) 

Remarque 2.3. On peut demontrer que Card(V( N)) = Card(R ) (cf. [1]). Le car- 
dinal de M, qui est done strictement superieur au cardinal de N, s’appelle la 
puissance du continu. Le probleme suivant : 

Toute partie in fir lie de M est-elle equipotente a N ou a M ? 

est appelee hypothese du continu. II a ete demontre que cette question est in- 
decidable, e’est-a-dire que les axiomes de la theorie des ensembles ne permettent 
pas de demontrer que cette assertion est vraie ou qu’elle est fausse. Autrement 
dit, cela signifie qu’on peut ajouter aux axiomes de la theorie des ensembles l’hy- 
pothese du continu, ou sa negation, sans aboutir a des contradictions. 


447 



BIBLIOGRAPHIE 


Les ouvrages dont on trouvera les references ci-dessous, ne sont pas tous cites 
dans le cours du texte. Beaucoup d’entre eux ont ete vine source d’inspiration pour 
la presentation de divers notions exposees dans ce livre, on pour des exercices et 
des TP. Ils constituent une bonne base documentaire a laquelle le lecteur desireux 
d’approfondir ses connaissances pourra se reporter. 


[1] Albert, C. (1997). Topologie , Belin et Espaces Editions 34. 

[2] Artin, M. (1991). Algebra, Prentice Hall, New Jersey. 

[3] Bourbaki, N. (1958). Algebre, Chapitre 3. Algebre multilineaire, Hermann. 

[4] Bourbaki, N. (1963). Theorie des ensembles, Chapitre 3. Ensembles ordonnes, 
Cadinaux, Nombres entiers, Hermann, seconde edition. 

[5] Bourbaki, N. (1964). Algebre, Chapitre 1. Structures algebriques, Hermann, 
seconde edition. 

[6] Bourbaki, N. (1964). Algebre, Chapitre 5. Corps commutatifs, Hermann, se- 
conde edition. 

[7] Bourbaki, N. (1964). Algebre, Chapitre 7. Modules sur les anneaux princi- 
paux, Hermann, seconde edition. 

[8] Calais, J. Introduction a la theorie des groupes. 

[9] Cohen, H. (1993). A course in Computational Algebraic Number Theory, 
GTM, vol. 138, Springer. 

[10] Cohen, A.M., Cuypers, H., Sterk, H. (1999). Some Tapas of Computer Alge- 
bra. Algorithms and Computation in Mathematics, vol. 4, Springer. 

[11] Escoher, J.-P. (1997). Theorie de Galois, Masson. 

[12] Francinou, S., Gianella, H. (1995). Exercices de mathematiques pour I’agre- 
gation, Algebre 1, Masson. 

[13] Gozard, I. (1997). Theorie de Galois, Ellipses. 

[14] Guin, D. (2009). Anneaux - Modules - Algebre multilineaire, EDP Sciences 
(a paraitre). 


Algebre T1 


[15] Koblitz, N. (1984). Introduction to Elliptic Curves and Modular Forms, GTM 
97, Springer. 

[16] Kreher, D., Stinson, D.L. (1998). Combinatorial agorithms: generation, enu- 
meration and search. Discrete Mathematics and Its Applications, vol. 11, 
CRC Press. 

[17] Lang, S. (2004). Algebre, Dunod. 

[18] Lenstra, H.W., Stevenhagen, P. (1996). Chebotarev and his density theorem. 
The Math. Intelligencer, vol. 18, 26-36. 

[19] Malliavin, M.-P. (1985). Algebre commutative. Applications en geometrie et 
theorie des nombres, Masson, Collection Maitrise de mathematiques pures. 

[20] Mignotte, M. (1989). Mathematiques pour le calcul formel, PUF. 

[21] Perrin, D. (1995). Cours d’algebre, Ellipses Marketing. 

[22] Perrin- Riou, B. (2000). Algebre, arithmetique et maple, Cassini. 

[23] Ribenboim, P. (1972). L ’arithmetique des corps, Hermann, Collection Me- 
t ho des. 

[24] Samuel, P. (1967). Theorie algebrique des nombres, Hermann, Collection Me- 
thodes. 

[25] Samuel, P. (1997). Theorie algebrique des nombres, Hermann. 

[26] Silverman, J.H., Tate J. (1992). Rational Points on Elliptic Curves, UTM, 
Springer. 

[27] Stewart, I. (1989). Galois theory, Chapman-Hall, seconde edition. 

[28] von zur Gathen, J., Gerhard, J. (2003). Modern Computer Algebra, seconde 
edition, Cambridge. 


450 


INDEX TERMINOLOGIQUE 


Les renvois ci-dessous sont siguales par : 

- le chapitre, puis le numero dans ce chapitre - exemple, VIII. 4.1 renvoie au 4.1 du 
chapitre VIII ; 

- 1’appendice, suivi du numero - exemple, A. 1.10 renvoie au numero 1.10 de 1’appendice ; 
pour les TR, le chapitre et la lettre reperant ce TR - exemple, TR.II.A renvoie au 
TR.A du chapitre II. 


A 

abelianisation TR.II.A 
abelianise TR.II.A 
abelien (groupe) 1.1.2 
abelien libre (groupe) definition VI. 2.1 
abelienne (extension) definition XV. 2. 2 
action fc-transitive TP.IV.B 
adjacents (mots) definition III. 1.3 
adjonction (d’un element, d’une partie) 
definition IX. 2. 3 
algebre ( K - ) TR.VIII.D 
algebre, associative, commutative, unitaire 
TR.VIII.D 

algebre d’un groupe TR.VIII.D 
algebrique (cloture) definition XII. 2. 2 
algebrique (element) definition XI. 1.1 
algebrique (extension) definition XI. 1.3 
algebrique (nombre) definition XI. 1.4 
algebriquement clos (corps) definition XII. 2.1 
algebriquement libre, liee (famille) 
definition XI. 2. 2 

algorithme de Gauss- Jordan TP. VI. A 
algorithme de Hermite TP. VI. A 
algorithme de Smith TP. VI. A 
algorithme de Schreier-Sims TP.II 
algorithme de Todd-Coxeter TP. IV. A 
anneau definition VIII. 1.1 
anneau (sous-) definition VIII. 1.3 
anneau commutatif definition VIII. 1.1 


anneau integre definition VIII. 3.1 
anneau principal definition VI 1 1. 7.1 
associativite definition 1.1.1 
automorphisme definition 1.2.8 
automorphisme definition ( k -) X.1.1 
automorphisme interieur exemple 1.2.5 
axiome de l’infini A. 2 
axiome du choix remarque A.l 

B 

base definition III. 1.1 - definition VI. 2.1 
base de transcendance definition XI. 2. 4 
base pure definition XI. 2. 3 
Bezout (theoreme de) VIII. 5. 8 
Burnside (formule de) TP.IV.B 

C 

Cantor-Bernstein (theoreme de) theoreme A. 2.1 
caracteristique (d’un anneau, d’un corps) 
definition IX. 1.3 

caracteristique (polynome) definition XIII. 5.1 
Cardan (formules de) TR.XVI.A 
cardinal A. 2 

cardinaux (exponentiation, produit, somme) 
definition A. 2. 5 
Cayley (theoreme de) 1.2.1 
centralisateur proposition-definitionll.4. 1 
centre d’un goupe exemple 1.2.1 
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chinois (theoreme) VIII. 4. 2 
choix (axiome du) remarque A. 1.1 
classe (a gauche) modulo un sous-groupe 

definition II. 1.1 

classe de conjugaison definition II. 4.1 
classes (equation aux) corollaire IV. 2.1 
cloture algebrique definition XII. 2. 2 
cloture galoisienne proposition-definition 

XIV. 2.1 

cloture normale definition XIII. 2. 2 

cloture radicielle TR.XIII.B 

cobord TR.XV.B 

cocycle TR.XV.B 

coefficient (d’un polynome) VIII. 6 

coefficient dominant VIII. 6 

cohomologie (groupe de) TR.XV.B 

commutateur TR.II.A 

commutatif (anneau) definition VIII. 1.1 

commutative (algebre) TR.VIII.C 

compatibility (loi-relation) definition II. 2.1 

composante p-primaire proposition-definition 

VI. 3. 2 

composition (suite de) definition VII. 1.1 
congruent (nombre) TP. VI.B 
conjugaison (classe de) definition II. 4.1 
conjugue (element) definition II. 4.1 - definition 

XII. 1.2 - definition XIII. 1.1 
conjugue (quaternion) TR.IX.B 
conjugue d’une partie definition II. 4.1 
conjuguees (extensions) XIII. 1.1 
conjuguees (parties) definition II. 4. 3 
constructible (entier) XVII. 2.1 
constructible (point) TR.XI.A - XVII. 1 
constructive (theorie de Galois) TP.XVI 
continu (hypoyhese, puissance) remarque A. 2. 3 
corps definition VIII. 1.1 
corps (sous-) definition VIII. 1.3 - definition 

IX.1.1 

corps algebriquement clos definition XII.2.1 
corps de decomposition definition XII. 1.4 
corps de nombres XVI. 2. 8 
corps de rupture definition XII. 1.1 
corps des fractions VIII. 5 

corps des invariants proposition-definition X.3.1 
corps des nombres algebriques theoreme XI. 1.3 
corps des quaternions TR.IX.B 
corps des racines n-ieme de l’unite definition 

XV. 2.1 

corps parfait TR.XIII.A 
corps premier definition IX. 1.2 
courbe elliptique TP. VI.B 


cycle (permutation) TR.I.A 
cy clique (extension) definition XV. 5.1 
cyclique (groupe) TR.I.B 
cyclotomique (polynome) XV. 3 

D 

decomposition (corps de) definition XII. 1.4 
degre (de transcendance) definition XI. 2. 5 
degre (d’un element algebrique) definition XI. 1.2 
degre (d’un polynome) VIII. 6 
degre total (d’un polynome) VIII. 6 
degre (d’une extension) definition IX. 2. 2 
degre separable definition XIII. 3. 2 
denombrable (ensemble) definition A. 2. 4 
derivation TR.XIII.C 
derivation interieure TR.XIII.C 
derive (polynome) definition VIII. 10.2 
derive (sous-groupe) TR.II.A 
diedral(-aux) (groupe-(s)) exemple 1.1.2 - TR.I.C 
- TR.IV.A 

difference symetrique exercice VIII. 1 

direct (facteur) definition VI. 1.3 

discriminant TR.VIII.C 

disjointe (reunion) remarque A. 2.1 

distingue (sous-groupe) definition II. 3.1 

distributivite definition VIII. 1.1 

diviseur definition VIII. 2. 4 

diviseur de zero (element) definition VIII. 3.1 

diviseur element aire definition VI. 4. 2 

divisible (groupe) TR.VI.B 

duplication (du cube) TR.XI.A 

E 

Eisenstein (critere de) theoreme VIII. 9. 2 
element algebrique definition XI. 1.1 
elements conjugues definition II. 4.1 - 

definition XII. 1.2 - definition XIII. 1.1 
elements etrangers definition VIII. 8. 2 
element irreductible definition VIII. 7.2 
element maximal definition A. 1.2 
element minimal A. 1.2 
element neutre definition 1.1.1 
element premier definition VIII. 7. 2 
element primitif definition XIII. 4.1 
element separable definition XI 1 1. 3.1 
element symetrique definition 1.1.1 
element transcendant definition XI. 2.1 
elementaire (diviseur) definition VI. 4. 2 
elementaire (polynome symetrique) 
definition VIII. 11.1 
elliptique (courbe) TP. VI.B 
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endomorphisme definition 1.2.6 
endomorphisme ( K - ) definition X.1.1 
engendre (sous-groupe, sous-anneau, 

sous-corps) definition 1.2.3 - 
proposition-definition VIII. 1.3 - 
IX. 2. 8 

engendre (sous-groupe normal) definition I II. 2.1 
engendree (extension normale) definition 
XIII. 2. 2 

ensemble denombrable definition A. 2. 4 
ensemble fini definition A. 2. 2 
ensemble induct if definition A. 1.6 
ensemble infini definition A. 2. 2 
ensemble ordonne definition A. 1.1 
ensemble quotient modulo un sous-groupe 
exemple II. 1.1 

ensembles equipotents definition A. 2.1 
ensemble totalement ordonne definition A. 1.5 
entiers constructibles definition XVII. 2.1 
entier de Gauss TP. VIII 
enumeration de Polya TP.IV.B 
equation aux classes corollaire IV. 2.1 
equation resoluble par radicaux definition 
XVI. 2.1 

equipotents (ensembles) definition A. 2.1 
equivalentes (matrices) TR.VI.C 
equivalentes (suites de composition) definition 
VII. 1.2 

etrangers (elements) definition VIII. 8. 2 
etrangers (ideaux) definition VIII. 4.1 
Euler (fonction d’) TR.I.B 
exponentiation de cardinaux definition A. 2. 5 
extension abelienne definition XV. 2. 2 
extension algebrique definition XI. 1.3 
extensions conjuguees definition XIII. 1.1 
extension cy clique definition XV. 5.1 
extension de corps definition IX. 2.1 
extension de groupes TR.IV.C 
extension de type fini definition IX. 2. 4 
extension finie definitionIX.2.2 
extension galoisienne definition XIV. 1.1 
extension infinie definition IX. 2. 2 
extension inseparable TR.XIII.B 
extension monogene definition IX. 2. 4 
extension normale definition XIII. 2.1 
extension normale engendree definition XIII. 2. 2 
extension radicale definition XVI. 1.1 
extension radicielle TR.XIII.B 
extension separable definition XI 1 1. 3.1 
extension transcendante definition XI. 2.1 
extension transcendante pure definition XI. 2. 3 


F 

facteur direct definition VI. 1.3 

facteur invariant definition VI. 4.1 

Fermat (nombre de) XVII. 2 

Ferrari (formules de) TR.XVI.A 

fidele (operation) definition IV. 4. 2 

fini (ensemble) definition A. 2. 2 

fini (groupe) definition 1.2.5 

fini (extension de type) definition IX. 2. 4 

finie (extension) definition IX. 2. 2 

fixe (point) definition IV. 5.1 

fonction d’Euler TR.I.B 

forme reduite proposition III. 1.2.1 

formule de Burnside TP.IV.B 

formule de 1’ indice 1.1.11 

formules de Cardan TR.XVI.A 

formules de Ferrari TR.XVI.A 

fractions (corps des) VIII. 5 

Frobenius (morphisme de) proposition IX. 1.3 

G 

Galois (groupe de) definition X.2.1 
galoisienne (cloture) proposition-definition 
XIV. 2.1 

galoisienne (extension) definition XIV. 1.1 
Gauss (entier de) TP. VIII 
Gauss (lemme de) VIII. 9.1 
Gauss (sommes de) TR.XV.A 
Gauss-Jordan (algorithme de) TP. VI. A 
generateur proposition 1.3.5 - definition IX. 2.4 
generateur fort (systeme) TP.II 
generateurs et relations (groupe engendre par) 
definition III. 2. 3 
gone ( n -) XVII. 2.1 
groupe definition 1.1.1 
groupe (algebre d’un) TR.VIII.D 
groupe abelien definition 1.1.2 
groupe abelien fibre definition VI. 2.1 
groupe cyclique TR.I.B 
groupe de cohomologie TR.XV.B 
groupe de Galois definition X.2.1 
groupe de Mordell TP. VI.B 
groupe de presentation finie TR.III.B 
groupe de torsion definition VI. 3.1 
groupe(s) diedral(aux) exemple 1.1.2 - TR.I.C - 
TR.IV.A 

groupe divisible TR.VI.B 

groupe fini definition 1.2.5 

groupe general lineaire exemple 1.1.1 
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groupe libre definition III. 1.1 
groupe monogene TR.I.B 
groupe orthogonal TP.IX.B 
groupe (p-) definition V.1.1 
groupe quaternionique exercice 1.2 - TR.I.C - 
TR.III.A 

groupe quotient definition II. 3.1 
groupe reduit TR.VI.B 
groupe resoluble definition VII. 3.1 
groupe sans torsion definition VI.3.1 
groupe simple TR.II.B 
groupe special lineaire exemple 1.2.4 
groupe symetrique exemple 1.1.2 - TR.I.A 
groupe topologique TR.XIV.A 
groupes (produit direct) definition 1.3.1 - 
proposition 1.3.5 

H 

Hermite (algorithme de) TP. VI. A 
Hilbert (theoreme 90 de) theoreme XV. 5.1 - 
exercice XV. 5 

homogene (polynome) definition VIII. 6.1 
H- resol vante TP. XVI 
Hurwitz (quaternion de) TR.IX.B 
hypothese du continu remarque A. 2. 3 

I 

ideal definition VIII. 2.1 

ideal engendre proposition-definition VIII. 2. 2 
ideal maximal definition VIII. 3. 3 
ideal premier definition VIII. 3. 2 
ideal principal definition VIII. 7.1 
ideal propre definition VIII. 2. 2 
ideaux (produit de) proposition-definition 
VIII. 2.1 

ideaux etrangers definition VIII. 4.1 

image proposition 1.2.1 - proposition VIII. 2. 6 

indecidable remarque A. 2. 3 

indice d’un sous-groupe definition II. 1.2 

indice (formule de) theoreme II. 1.2 

inductif (ensemble) definition A. 1.6 

induite (loi) 1.2 - remarque II. 2.1 

infini (axiome de 1’) A. 2 

infini (ensemble) definition A. 2. 2 

infinie (extension) definition IX. 2. 2 

inseparable (extension) TR.XIII.B 

isomorphisme (de groupes, d’anneaux) 

definition 1.2.7 - definition VIII. 2. 3 
isomorphisme ( k -) definition X.1.1 


integre (anneau) definition VIII. 3.1 
invariant (element, corps des) 

proposition-definition X.3.1 
invariant (facteur) definition VI. 4.1 
inverse (element) definition VIII. 1.2 
inversible (element) definition VIII. 1.2 
irreductible (element) definition VIII. 7. 2 
isometrie TR.IV.B 

isomorphe definition 1.2.8 - definition VIII. 2. 3 
isomorphisme definition 1.2.27 - 
definition VIII. 2. 3 

J - K 

Jordan (algorithme de Gauss-) TP. VI. A 
Jordan- Holder (suite de) definition VII. 2.1 
/c-transitive (action) TP.IV.B 
Kronecker- Weber (theoreme de) TR.XV.A 

L 

Lagrange (theoreme de) definition II. 1.1 
Legendre (symbole de) TR.XV.A 
lexicographique (ordre) exemple A. 1.1 
libre (groupe abelien) definition VI. 2.1 
libre (groupe) definition III. 1.1 
libre (produit) TR.III.D 
lineairement independants theoreme VI. 2.1 - 
definition X.7.1 

loi de reciprocity quadratique TR.XV.A 
loi induite 1.2 - remarque II. 2.1 
longueur (d’un mot) definition III. 1.2.2 
longueur (d’une suite de composition) 
definition VII. 1.1 

Lutz (theoreme de Nagell-) TP. VLB 
Liiroth (theoreme de) TR.XI.B 

M 

majorant definition A. 1.4 
matrices equivalentes TR.VI.C 
maximal (element) definition A. 1.2 
maximal (ideal) definition VIII. 3. 3 
Mazur (theoreme de) TP. VLB 
methode modulaire TP. XVI 
minimal (element) A. 1.2 definition 
minimal (polynome) XI. 1.2 definition 
minorant A. 1.4 definition 
monogene (extension) definition IX. 2.4 
monogene (groupe) TR.I.B 
monome VIII. 6 
Mordell (groupe de) TP. VLB 
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modulaire (methode) TP.XVI 
morphisme croise TR.XV.B 
morphisme d’anneaux, de corps definition 
VIII.2.3 

morphisme de groupes definition 1.2.6 
morphisme (de /c-extensions) definition X.1.1 
morphisme de Frobenius definition IX. 1.3 
morphisme signature TR.I.A 
mot definition III. 1.2.2 
multiple (racine) definition VIII. 10.1 

N 

Nagell-Lutz (theoreme de) TRVI.B 
nombre algebrique definition XI. 1.4 
nombre congruent TP. VI.B 
nombre de Fermat XVII. 2 
nombres (corps de) proposition XVI. 2. 2 
normal (sous-groupe) definition II. 3.1 
normale (cloture) definition XIII. 2. 2 
normale (extension) definition XIII. 2.1 
normalisateur proposition-definition II. 4.1 
norme (d’un element) definition XIII. 5.1 - 
definition XV. 5. 2 
norme (d’un quaternion) TR.IX.B 
noyau (d’un morphisme) 1.2.22 - definition IV. 1.2 
- proposition VIII. 2. 6 
noyau (d’une action) definition IV. 1.2 

O 

operation d’un groupe sur un ensemble 
definition IV. 1.1 

operation fidele definition IV. 4. 2 
operation par automorphismes definition IV. 3.1 
operation transitive definition IV. 4.1 
orbite definition IV. 2.1 
orbite (d’une permutation) TR.I.A 
ordonne (ensemble) definition A. 1.1 
ordre d’un element definition 1.2.5 
ordre d’un groupe definition 1.2.5 
ordre de multiplicity (d’une racine) definition 
VIII. 10.2 

ordre lexicographique A. 1.2 
ordre (relation) definition A. 1.1 
ordre total definition A. 1.5 

P 

parfait (corps) TR.XIII.A 
passage au quotient (theoreme de) 

theoreme II. 6. 2 - theoreme VIII. 2. 2 


p-groupe definition V.1.1 
partie generatrice (groupe) definition 1.2.4 
partie fibre theoreme VI. 2.1 
parties conjuguees sous un sous-groupe 
definition II. 4. 2 
permutation TR.I.A 
permutation circulaire TR.I.A 
pgcd definition VIII. 8.1 
ping-pong (lemme du) TR.IV.D 
plus grand element definition A. 1.3 
plus petit element definition A. 1.3 
poids d’un monome definition VIII. 11.3 
poids d’un polyndme definition VIII. 11.3 
point constructible TR.XI.A - XVII. 1 
point fixe (d’une operation) definition IV. 5.1 
Polya (enumeration de) TP.IV.B 
polynome VIII. 6 

polynome caracteristique definition XIII. 5.1 
polynome cyclotomique XV. 3 
polynome derive definition VIII. 10.2 
polynome homogene definition VIII. 1.2 
polynome minimal definition XI. 1.2 
polynome scinde definition XII. 1.3 
polynome separable definition XIII. 3.1 
polynome symetrique definition VIII. 11.2 
polynome symetrique elementaire definition 
VIII.11.1 

polynome unitaire VIII. 1 
ppcm definition VIII. 8.1 
premier (corps, sous-corps) definition IX. 1.2 
premier (element) definition VIII. 7.2 
premier (ideal) definition VIII. 3. 2 
presentation finie (groupe de) TR.III.B 
presentation d’un groupe definition I II. 2. 2 
p-primaire (composante) proposition-definition 
VI. 3. 2 

primitif (element) definition XIII. 4.1 
primitive (racine n-ieme) definition XV. 1.2 
principal (anneau) definition VIII. 7.1 
principal (ideal) definition VIII. 7.1 
produit d’anneaux proposition-definition 
VIII. 4.1 

produit de cardinaux definition A. 2. 5 
produit de sous-groupes 1.3 
produit d’ideaux proposition-definition VIII. 2.1 
produit direct de goupes definition 1.3.1 - 
proposition 1.3.5 

produit fibre (de groupes) TR.III.D 
produit semi-direct de groupes 

proposition-definition IV. 3.1 
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produit semi-direct de sous-groupes 
definition IV. 3. 2 

produit tensoriel (d’espaces vectoriels, 
d’algebres) TR.XII.A 
propre (ideal) definition VIII. 2. 2 
propre (sous-groupe) definition 1.2.2 
propriety universelle d’un anneau de polynomes 
theoreme VIII. 6.1 

propriety universelle de groupe abelien libre 
theoreme VI. 2. 2 

propriety universelle de produit d’anneaux 
theoreme VIII. 4.1 

propriety universelle de produit direct 
de groupe) theoreme 1.3.1 
propriety universelle de somme directe 
de groupes theoreme VI. 1.1 
puissance du continu remarque A. 2. 3 
pur (quaternion) TR.IX.B 
pure (base, extension transcendante) 
definition XI. 2. 3 

Q 

quadratique (residu) TR.XV.A 
quadratique (loi de reciprocity) TR.XV.A 
quadrature (du cercle) TR.III.A 
quaternion conjugue TR.IX.B 
quaternions (corps des) TR.IX.B - TP.IX.B 
quaternion d’Hurwitz TR.IX.B 
quaternion pur TR.IX.B 

quaternionique (groupe) exercice 1.2 - TR.I.C - 
TR.III.A 

quotient (d’un anneau) VIII. 2 
quotient (d’une suite de composition) 
definition VII. 1.1 
quotient (groupe) definition II. 3.1 

R 

racine de 1’ unite definition XV. 1.1 
racine (d’un polynome) definition VIII. 10.1 
racine multiple (d’un polynome) 
definition VIII. 10.2 

racines n-ieme de l’unite definition XV. 1.1 
racines n-ieme de 1’ unite (corps des) 
definition XV. 2.1 

racines primitive n-ieme de l’unite 
definition XV. 1.2 
racine simple (d’un polynome) 
definition VIII. 10.2 

radicale (extension) definition XVI. 1.1 


radicaux (suite de) definition XVI. 1.1 
radicielle (cloture, element, extension) 
TR.XIII.B 

raffinement (d’une suite de composition) 
definition VII. 1.2 

raffinement propre (d’une suite de composition) 
definition VII. 1.2 

rang (d’un groupe) definition III. 1.5 
rang (d’un groupe abelien) definition VI. 2. 3 
reciprocity quadratique (loi de) TR.XV.A 
relation compatible avec une loi definition II. 2.1 
relation d’equivalence modulo un sous-groupe 
definition II. 1.1 

relation d’ordre definition A. 1.1 
relation d’ordre totale definition A. 1.5 
reduit (mot) definition III. 1.4 
reduite (forme) proposition III. 1.2.1 
reduit (groupe) TR.VI.B 
residu quadratique TR.XV.A 
resoluble (groupe) definition VII. 3.1 
resoluble par radicaux (equation) 
definition XVI. 2.1 
resolvante TR.XVI.A - TP.XVI 
resolvante ( H - ) TP.XVI 
resultant TR.VIII.C 
reunion disjointe definition A. 2.1 
rupture (corps de) definition XII. 1.1 

S 

Schreier-Sims (algorithme de) TP. II 
scinde (polynome) definition XII. 1.3 
section TR.IV.C - remarque VI. 2. 2 
semi-direct (produit) proposition-definition 
VI. 3.1 - proposition VI. 3. 3 
separable (degre) definition XIII. 3. 2 
separable (element, extension, polynome) 
definition XIII. 3.1 

signature d’une permutation TR.I.A 
signature (morphisme) TR.I.A 
simple (groupe) TR.II.B 
simple (racine d’un polynome) 
definition VIII. 10.2 
Smith (algorithme de) TP. VI. A 
somme d’ideaux proposition-definition VIII. 2.1 
somme de cardinaux definition A. 2. 5 
somme de Gauss TR.XV.A 
somme de sous-groupes definition VI. 1.1 
somme directe de groupes abeliens 

proposition-definition VI. 1.3 
somme directe de sous-groupes definition VI. 1.2 
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sous-anneau definition VIII. 1.3 
sous-anneau (-corps) engendre 

proposition-definition VIII. 1.3 - 
IX. 2. 8 

sous-corps definition VIII. 1.3 - IX. 1.1 
sous- corps premier definition IX. 1.2 
sous-groupe definition 1.2.1 
sous-groupe de Sylow ( p -) definition V.1.1 
sous-groupe de torsion proposition-definition 
VI. 3.1 

sous-groupe derive TR.II.A 
sous-groupe engendre definition 1.2.3 
sous-groupe normal definition II. 3.1 
sous-groupe normal engendre definition III. 2.1 
sous-groupe propre definition 1.2.2 
stabilisateur proposition-definition IV. 2.1 
suite de composition definition VII. 1.1 
suite de Jordan- Holder definition VII. 2.1 
suite de radicaux XVI. 1.1 
suite exacte (de groupes) TR.IV.C 
suites de composition equivalentes 
definition VII. 1.2 

support d’une permutation TR.I.A 
symbole de Legendre TR.XV.A 
Sylow (p-sous- groupe de) definition V.1.1 
Sylow (theoreme de) theoreme V.1.1 - 
theoreme V.2.1 

symetrique (element) definition 1.1.1 
symetrique (difference) exercice VIII. 1 
symetrique (groupe) exemple 1.1.2 - TR.I.A 
symetrique (polynome) definition VIII. 11.2 
systeme generateur fort TP. 1 1 

T 

table d’un groupe 1.1.4 
tensoriel (produit) TR.XII.A 
theoreme chinois theoreme VIII. 4. 2 
theoreme de Bezout VIII. 5. 8 
theoreme de Cantor-Bernstein A. 2.1 


theoreme de Cayley theoreme 1.2.1 
theoreme “Hilbert 90” XV. 5.1 - exercice XV. 5 
theoreme de Kronecker- Weber TR.XV.A 
theoreme de Lagrange theoreme II. 1.1 
theoreme de Luroth TR.XI.B 
theoreme de Mazur TP. VLB 
theoreme de Nagell-Lutz TP. VLB 
theoreme de passage au quotient II. 6. 2 - VIII. 2. 2 
theoreme de Zermelo A. 1.2 
theoreme de Zorn A. 1.1 
Todd-Coxeter (algorithme de) TP.IV.A 
topologique (groupe) TR.XIV.A 
torsion (groupe de) definition VI. 3.1 
torsion (groupe sans) definition VI. 3.1 
total (ordre) definition A. 1.5 
totalement ordonne (ensemble) definition A. 1.5 
trace (d’un element) definition XIII. 5.1 
transcendance (base de) definition XI. 2. 4 
transcendance (degre de, element) definition 
XI. 2. 5 

transcendant (element) definition XI. 2.1 
transcendante (extension) definition XI. 2.1 
transcendante pure (extension) definition XI. 2. 3 
transitive (operation) definition IV. 4.1 
trisection (de Tangle) TR.III.A 
type (d’un groupe) definition VI. 4. 3 
type fini (extension) IX. 2. 11 
type fini (groupe de) definition III. 1.1 - TR.III.B 
- definition VI. 2. 2 

U - Z 

unitaire (polynome) VIII. 1 
unite (element) definition VIII. 1.1 
unite (racine de, racine n-ieme de) definition 
XV.1.1 

Zermelo (theoreme de) A. 1.2 

zero (d’un polynome) definition VIII. 10.1 

Zorn (theoreme de) A. 1.1 
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